1. OBRAZOVY PRENOS

Chovani dynamickych systému se bézné popisuje pomoci diferencialnich
rovnic. S takovym popisem jste se ¢asto setkavali v ramcich jinych predmétt.
Kdyz ale chceme analyzovat dynamické systémy a jejich vzajemné propojeni,
musime s témi rovnicemi umeét zachazet (feSit, kombinovat apod.). Tyto
operace nejsou zrovna moc jednoduché. Ke zjednoduSeni téchto tlloh nam
poslouzi Laplaceova transformace. Je to matematicka transformace vyvinuta
Simonem Pierrem de Laplacem jeSté na zacatkul9. stoleti k feSeni
diferencialnich rovnic. Hlavnim trikem Laplaceovy transformace je jeji
schopnost prevadeét diferencialni rovnice na rovnice algebraické. NejveétSiho
rozkveétu a uznani transformace ziskala praveé s rozvojem teorie automatického
fizeni. Prokazala se jako ucCinny a pomérné jednoduchy nastroj nejenom
k feSeni diferencialnich rovnic, ale také pro zachazeni se soustavami systému,

které se pomoci téchto rovnic popisuji.

Zakladni postup pouziti Laplaceovy transformace pfi analyze
dynamickych systému je nasledujici. Uvazujme dynamicky systém s jednim
vstupem a jednim vystupem (dynamické systémy samoziejmé muzou
obsahovat vice vstupu a/nebo vystupu, ale budeme uvazovat tu nejjednodussi
variantu). Uvazujme také, ze zname diferencialni rovnici popisujici chovani
tohoto systému (zatim pfedpokladejme, ze odnékud jsme ji ziskali) a druh
pouzitého vstupniho signalu. Pokud bychom chtéli zjistit odezvu dynamického
systému (vystupni signal) na urcité buzeni (vstupni signal), méli bychom podle
klasického pristupu dosadit vstupni signal a pripadné i jeho derivace do
diferencialni rovnice a vyslednou rovnici pak vyreSit. Budeme pouzivat ale
uplné odliSny pristup. Aplikujeme Laplaceovu transformaci na popis
dynamického systému a na vSechny signaly. Tim “pfemistime” dynamicky
systém spolu se vstupy a vystupy do “svéta Laplace”. Ve svété Laplace plati
trochu odliSna pravidla nez v realném svété, na ktery jsme zvykli. V realném
svété uvazujeme signaly, které jsou funkcemi casu. Ve svété Laplace cas
nehraje hlavni roli. VeSkeré funkce jsou tady funkcemi néjaké komplexni

proménneé s. Jeji vyznam neni prili§ interpretovatelny, smifme se s tim, Ze je



to zaklad svéta Laplace, na kterém je postaveno to jeho kouzlo. Snad po vétSim

ponoreni do teorie automatického rizeni ucitite, v cem to kouzlo spociva.

K tomu, abychom se premistili do kouzelného svéta Laplace, musime
pouzit “portal” , kterym je Laplaceova transformace. Kazda funkce, ktera timto
portalem projde, se preméni. Jeji “vizazi” ve svété Laplace se fika Laplaceuv
obraz, nebo jenom obraz. Abychom se vzdy mohli zorientovat, ve kterém svéte
pravé jsme, je zvykem oznacovat funkce z realného svéta malymi pismeny,
napr. x(t), a jejich obrazy ve svéteé Laplace velkymi pismeny, napr. X(s). K lepsi
orientaci nam také poslouzi znalost toho, ze funkce v realném svété zavisi na

Case t a jejich Laplaceovy obrazy zavisi na komplexni proménné s.

Vratme se k naSemu dynamickému systému. Vstupni signal u(t) se po
pouziti Laplaceovy transformace preméni na obraz vstupniho signalu U(s).
S diferencialni rovnici je to uz trochu komplikovanéjsi. Kdyz projde
Laplaceovou transformaci, tak bude z toho zase rovnice, ktera se ale sklada z
mnozstvi “vizazi” jednotlivych funkci (vstupt, vystupti a jejich derivaci). Neni
to z uzivatelského hlediska moc praktické, vhodnéjsi by bylo misto toho mit
néjakou funkci. Proto diferencialni rovnice ve svété Laplace ziska novy alias,
kterému se fika obrazovy prenos. Zatim to vypada moc vagné, vSak kdyz ho

spocitame, budete mit jasno, co bylo predchozi vétou minéno.

Dalsi kroky v analyze odezvy dynamického systému na urcity budici
signal probihaji ve svété Laplace. Po provedeni vSech pozadovanych operaci
zjistime obraz vystupniho signalu. Tato funkce je ale pro nas nevhodna
k analyze vzhledem k tomu, Ze jsme zvykli analyzovat a zobrazovat funkce
zavislé na Case, a ne na n¢jaké komplexni proménné s. Proto je potreba se
vratit ze svéta Laplace do svéta realného. K tomu se pouziva zpétny “portal”,
kterému se fika zpétna Laplaceova transformace. Po aplikaci zpétné
Laplaceovy transformace na Laplacetiv obraz vystupniho signalu zjistime
original vystupu, ktery v podstaté byl cilem naSich cestovani mezi riznymi

Svéty.



Matematicky se pfima Laplaceova transformace definuje jako:

PO =LIF©) = | f@-e e (1)
0
Zpétna Laplaceova transformace je definovana jako:

1
O =1 FO) =5 35 F(s) - eStds. 2)

Z rovnic (1) a (2) nemusite mit zadny strach. V ramci pfedmeétu teorie
automatického fizeni se nepouzivaji pfimo podle definice. Misto toho
pouzivame takzvany slovnik Laplaceovych transformaci. Je to tabulka, ve
které jsou uvedené nejcastéji pouzivané funkce a jejich obrazy. Kdyz ji zkusite
dohlédat, tak v zavislosti na vaSem Stésti, narazite na tabulku obsahujici od
10 do 30 radktl (mozna i vic). Myslim si, Ze je Uplné zbytecné se pokouSet o
jakousi “vystiznou” tabulku. Misto toho budu postupné uvadét ty radky, které
v ramcich vyuky budete potfebovat. Ale tyto fadky uz byste méli pamatovat a

meli byste umeét je pouzit.

Prima a zpétna Laplaceova transformace, obdobné jako ostatni
matematické operace, maji své urcité vlastnosti. Zase si myslim, Zze uvadét cely
jejich seznam je uplné zbytecné. Proto budu uvadeét jenom ty, které skutecné

v ramcich pfedmétu pouzijete.

Matematicky postup vypoctu vystupniho signalu za pouziti Laplaceovy
transformace a obrazového prenosu je uvedeny v nasledujici kapitole. Kromeé
toho, jsou popsany dva pripady zvlastnich odezev, které se pouzivaji v teorii
automatického fizeni nejvice. Ale predtim, nez se do toho vrhneme, méli
bychom se lépe zorientovat v obrazovych prenosech: co je to obrazovy prenos,
jak se spocita, jaké informace z n€j dokazeme vytahnout a v jakych tvarech ho
muzeme zapsat. Vzhledem k tomu, ze vétSinu casu pfi studiu teorie
automatického fizeni stravite ve svété Laplace, je k pochopeni tohoto
predmeétu nezbytné se vyznat v zakladnich pojmech a pravidlech Laplaceova
svéta. Z tohoto duvodu je zbytek kapitoly vénovan vypoctu a analyze

obrazového prenosu.

Jak jiz bylo zminéno vySe, obrazovy prenos je jakysi “alias” pro

diferencialni rovnici ve sveété Laplace. Tim Ze je to “alias” minim, Ze neni pfimo



Laplaceovou transformaci diferencialni rovnice, ale je sni velmi té€sné
propojen. K odvozeni obrazového pfenosu aplikujeme Laplaceovu
transformaci na diferencialni rovnici popisujici chovani dynamického

systému. V obecném tvaru tato rovnice mtize byt zapsana jako:

an YO +anq  yTIO + o ag YO +agy(0) = (3)
= by - U (t) + by - uTV(E) + - + by - Ul (E) + by - u(t).
V ramcich tohoto dokumentu se fady derivaci oznacuji pomoci zavorek

(napf. x™) na rozdil od mocnin, které se oznaéuji bez zavorek (napf. x™).

Poznamka: rovnice (3) se pouziva k popisu toho nejjednodussiho druhu
dynamickych systému - linearniho (timto minime, Ze ma linearni statickou
charakteristiku), ¢asové invariantniho (koeficienty u diferencialni rovnice,
kterym se oficialné rika parametry, se nemeéni v Case), s jednim vstupem a
jednim vystupem. Nehledé na pocet privlastku, je tento druh systému Siroce
pouzivany v praxi. Diferencialni rovnice (3) je také zakladem pfi odvozeni
dalSich, sofistikovanéjSich popisu pro ty naroc¢néjsi dynamické systémy (se

kterymi byste se mohli potkat v budoucnu).

K tomu, abychom mohli aplikovat Laplaceovu transformaci na
diferencialni rovnici (3), musime védét jednu vlastnost Laplaceovy
transformace. Je to linearni vlastnost, kterou budeme pouzivat porad (védome
nebo podvédomeé) pfi praci s pfimou nebo zpétnou Laplaceovou transformaci.
Muze byt vyjadrena nasledovneé:

Lia-f®+b-g®}=L{a  f®O}+L{b g} =a-L{f(O}+b-L{g®)}. (4)

Tato Sikovna vlastnost doprovazi vétSinu zakladnich matematickych
operaci. Vzhledem k tomu, Ze Laplaceova transformace je v podstaté zvlastnim
integralem funkce, neni divu, Zze ma tu stejnou vlastnost jako integral.
Aplikujeme Laplaceovu transformaci na diferencialni rovnici popisujici
chovani dynamického systému. Vzhledem k tomu, Ze Laplaceovy transformace
jsou si rovny, kdyz jsou si rovny originaly odpovidajicich funkci, aplikujeme ji

zvlast na levou a pravou cast diferencialni rovnice (3):



L{an -y () + apy -y V@ + -+ ag -y () + ao y(0)} = (5)
= L{by, - u™ (t) + byp_q - u™ V() + -+ by - ul () + by - u(t)}.
V levé a v praveé casti mame Laplaceovu transformaci souctu, ktera podle

linearni vlastnosti je rovna souctu Laplaceovych transformaci:

L{ay  y™ (0} + L{an_1 -y (O} + -+ L{ay -y ()} + L{ae - y(£)} = (6)
= L{bp, - u"™ ()} + L{bp_r - u™ D ()} + -+ + L{by - u' ()} + L{b, - u(t)}.
Linearni vlastnost mutizeme také pouzit pro vynaSeni pfislusnych

koeficientl1 pfed operator Laplaceovy transformace:

an L™ (O} + an_y L™ V(O + -+ ag Ly (O} + a - Ly(0)} = (7)
= by - Lu™ (@)} + by - L{u™ D (@©)} + - + by - L{u! ()} + by - L{u(D)}.
Abychom mohli pokracovat v nasem odvozeni dal, musime védét jedno
pravidlo ze slovniku Laplaceovych transformaci. Je to samozifejmé Laplaceova

transformace derivace:

L{f™M@®)} =s"F(s) =s"" f(0) = — s f("72(0) — F*~1(0). (8)

VSimnéte si, ze derivace fadu n se ve svété Laplace prevadi na n-tou
mocninu komplexni proménné s. To je to pravé kouzlo Laplaceovy
transformace prevadeéci diferencialni rovnici na rovnici algebraickou. Dalsi
sCitance jsou v podstaté hodnoty pocatecnich podminek (pfi derivovani
musime také definovat pocatecni podminky funkci a jejich derivaci)
vynasobené prisluSnymi koeficienty. Abychom se zbavili téchto scitancu,

polozime pocatec¢ni podminky rovny nule.

Poznamka: je pro nas jednodusSsi zajistit, aby vSechny pocatecni
podminky u analyzovaného systému byly nulové nez s nimi pfi vypoctu
pocitat. Napriklad, pfi fizeni polohy néjakého stroje, bychom méli nastavit
polohu a jeji derivace (rychlost, zrychleni) na nulu pfed provedenim
jakychkoliv méreni. To by znamenalo najet na referencni bod a stroj zcela
zastavit. Je to mnohonasobné jednodussi, nez meérit hodnoty “pocatecnich

podminek”, a pak se s nimi pocitat.

Pokud jsou vSechny pocatecni podminky rovny nule, Laplacetiv obraz
derivace je roven odpovidajici mocniné s nasobené Laplaceovym obrazem

derivované funkce:



L{f(")(t)} = s"-F(s). 9)
Z (9) je vidét, ze komplexni proménnou s mtzeme chapat jako operator

derivovani.

Ted mtizeme pouzit pravidlo (9) pro Laplaceovu transformaci rovnice (7)

(avsak nesmime zapomenout, Ze pocatecni podminky jsme polozili rovny nule):

Ay s" Y (S)+apg ST Y(S)+ o a s Y(s)+agY(s) = (10)
=by, s™-U(S)+by_q s™1-U(S)+ -+ by s-U(s) + by U(s).
Vyneseme Y(s) a U(s) pred zavorky a po této jednoduché algebraické

upravé mame:

Y(s) (an s" 4+ ap_q s" P+ 4 a5+ ag) (11)
=U(S)  (by " S™ + byyq - sS™ 1+ -4 by s + by).
Takto vypada Laplaceuv obraz diferencialni rovnice. Uz ale bylo
nékolikrat zminéno, Ze je vhodné misto této rovnice pouzit n€jakou funkci.

Touto funkci je obrazovy prenos. Konecné se dostavame k jeho definici.

Obrazovy pfenos je podil Laplaceova obrazu vystupu ku Laplaceovu
obrazu vstupu pfi nulovych pocatecnich podminkach. Obrazovy pfenos je
funkce komplexni proménné s a se bézné oznacuje pomoci pismenka G, obcas
se pouziva také pismenko F. V tomto dokumentu pouzivam tu druhou
variantu, protoze véfim tomu, ze pochopeni pfechodové a impulzni funkce je
s pismenkem F jednodussi. V dalsi kapitole se dozvite, pro¢ jsou tato dveé

oznaceni rovnocenna. Obrazovy pfenos dynamického systému:

_Y@s) (12)
F(s) = UG
Z (11) a (12) plyne:
b+ S™+bp_q-s™ 44 by s+ by (13)

F(s) =—
p-S"+apq s+ 4a;rs+ay



Kdyz se podivame pozorné na puvodni diferencialni rovnici a na vysledny

obrazovy prenos, nemuze nas minout jejich podobnost. Pfresvédcte se:

Diferencialni rovnice Obrazovy pfenos

@ YOO + a1 Yy V@O ++a Yy () +ag-y@) = F(s) = by S™+ by q-s™ 1+ +by-s+bg

. T .
= by U™ E) + by - UM D(E) + - + by - ul(£) + by - u(t) ap st +a, 1"t tags+ag

Z toho vyplyva velmi dobra zprava: vibec nemusime provadét Laplaceovu
transformaci pokazdé, kdyz potrebujeme ziskat obrazovy prenos odpovidajici
néjaké diferencialni rovnici. MtiZeme ho zapsat rovnou. Citateli patfi vSechno
co je spojené se vstupnim signalem u(t) (zpravidla to je v pravée casti
diferencialni rovnice), jmenovateli patfi vSechno co je spojené s vystupnim
signalem y(t) (zpravidla to je vlevé casti diferencialni rovnice). VeSkeré
koeficienty ay, a4, ...,a, a by, by, ..., by, zstavaji beze zmeén, veSkeré derivace se
nahradi za mocniny s. Podivejte se na pfiklady a pokud je vam v téchto
prikladech vSechno jasné, nemusite mit obavy z ulohy sestaveni obrazového

prenosu z diferencialni rovnice a obraceneé.

Pfiklad 1. ZapiSte obrazovy prenos odpovidajici této diferencialni rovnici

3-y'(®) +5-y(t) = u(®).

1

F(S):3-5+5'

Pfiklad 2. ZapiSte obrazovy prenos odpovidajici této diferencialni rovnici

4-y"()+2-y'(t) +3-y(t) =5 u(d).

5

F = .
(5) 4-s24+2-5+73

Pfiklad 3. ZapiSte obrazovy prenos odpovidajici této diferencialni rovnici
y'(®) +3-y(t) = 4-u(0).

F(s) =

s2+ 3



Pfiklad 4. ZapiSte obrazovy prenos odpovidajici této diferencialni rovnici
y"O 429" +3- Yy @) +4y(O) =5-u"({t) +6-u () + 7 ult).

5:s24+6-s+7
s3+2:524+3-s+4

F(s) =

Pfiklad 5. ZapiSte obrazovy prenos odpovidajici této diferencialni rovnici

7-y")+2-y'(t) =3-u"(t) +4-u(t).

F(s) = 3:s+4
YT s 25

Pfiklad 6. ZapiSte obrazovy prenos odpovidajici této diferencialni rovnici
y'®)+5-y"®)+2-y'(t) =7-u"(t) +3-uld).

7-s°+3

F(s) = .
() s3+5-s2+2-s

Zpusoby zapisu obrazového pfenosu
Obrazovy prenos se muize vyskytovat v jednom z nasledujicich tvaru:

ezapis pomoci polynomd,
ezapis s koreny,

ezapis s casovymi konstantami.

V nejhorSim pripadé narazite na obrazovy pfenos v néjakém
skombinovaném® tvaru, kdyz rtizné c¢asti jsou zapsany ve dvou nebo tfech
ruznych tvarech. K tomu, abychom byli schopni za jakychkoliv podminek

s obrazovym prenosem zachazet, se na to musime podrobneé podivat.

Pro zacatec¢nika neni jednoduché poznat na prvni pohled, ve kterém
z uvedenych tvarll je zkoumany obrazovy pfenos zapsan. To muze zpusobovat
chyby v riznych typech vypocti. Béhem studia tohoto pfedmétu se budete

setkavat se vSemi moznymi zpusoby zapisu. Proto dulezité je umét rozliSovat



a také s nimi zachazet. Ve skutecnosti nejde o zadnou velkou védu, jen

jednoduché algebraické uivahy a upravy.

Uvédomte si, ze je stale uvazovan stejny obrazovy prenos, ktery jsme
ziskali postupem (3) - (10), jenom algebraicky poupraveny. Stejny prenos,
jenom “jinymi slovy”. Libovolny obrazovy prenos muzete pfevést do libovolného

tvaru.

1) Zapis pomoci polynomu

Je to zapis, ktery jste jiz jednou vidéli. Opakovani je matka moudrosti,
proto (a také k tomu abyste veSkeré zplisoby zapisu méli na jednom mist€) si
ho zopakujeme:

by S™ 4 bpy_q-s™ 1+ -+ b s+ b, (14)

F(s) = .
() ap S"+ap_q s+ +a; s+ ag

Obrazovy prenos v tomto tvaru ma polynom v Citateli a polynom ve
jmenovateli. Polynomu ve jmenovateli se fika charakteristicky polynom,
polynom ve jmenovateli nema 2zvlastni nazev. Kdyz prirovhame

charakteristicky polynom nule, vznikne z toho charakteristicka rovnice.

Ap-S"+apn_q-s" 1+ +a;-s+ay=0. (15)
Dtlezitym parametrem je fad systému n, ktery odpovida radu puvodni
diferencialni rovnice (je to nejvétSi mocnina s ve jmenovateli obrazového
pfenosu a také nejvétsi derivace vystupniho signalu v puvodni diferencialni
rovnici). Parametr m nema zvlastni nazev, je to nejvétsi mocnina s v Citateli
obrazového prenosu a také nejvétsi derivace vstupniho signalu v ptivodni
diferencialni rovnici. Pro tyto parametry musi byt splnéna nasledujici

nerovnost:

n=m. (16)
Nerovnosti (16) se fika podminka fyzikalni realizovatelnosti. Rika nam,
ze nemuzeme fyzicky realizovat systém u néjz nejvétsi derivace vstupu by byla

vétsi nez nejvetsi derivace vystupu.



DalSim dulezitym parametrem dynamického systému je statickeé
zesileni. Je to parametr, ktery se naucime pocitat pro libovolny zptisob zapisu
obrazového prenosu. Zesileni se pocita podle vzorce:

Kt 17)
Qo
Pokud je obrazovy prenos zapsan ve tvaru polynomu, vypocet zesileni je
trivialni. U ostatnich zpusobu zapisu je trochu zakefny, ale v pfipadé
jakychkoliv potizi, mtizete pfevést obrazovy prenos do polynomialniho tvaru a

pouzit tento trivialni zptsob vypoctu.

2) Zapis s koreny

Tento zptisob zapisu vznikne tim, ze pfirovnhame CcCitatel a jmenovatel
k nule a z toho nam vzniknou dvé rovnice, které vyreSime. Poté zapiSeme

Citatel a jmenovatel obrazového prenosu ve tvaru soucinu kofenovych ¢initelt:
G(S)_b_m.(s—nl)-(s—nz)-...-(s—nm) (18)
an (s=p)-(s=p2) (s —pn)

VSimnéte si, zZe koeficienty pfi nejvetsi mocniné s museji jit pred zavorky

(nesmime na né zapomenout, vyplyvaji z pravidel rozkladu rovnice na soucin
kofenovych c¢initeltl). Kofeny citatele maji nazev nuly, proto jsou oznaceny
Ny, Ny ..., Ny (ve skutecnosti nemaji zvlastni oznaceni). Analogicky, kofeny
Citatele maji nazev poly, proto jsem je oznacila py,p, ...,pn (ve skutecénosti
nemaji zvlastni oznaceni). Zesileni se u tohoto druhu zapisu pocita podle

nasledujiciho vzorce:

g = m (—ny) - (1) s (=) (19)
an  (=p1) - (=p2) - .r (=pp)’

Takhle v obecném tvaru ten vypocet vypada hrozn€, v praxi je strasné

jednoduchy, to poznate na prikladu.



3) Zapis s ¢éasovymi konstantami

Tento zapis je velmi informativni a hodné€ pouzivany v teorii
automatického rizeni:
by (tis+ 1) (15 + 1) (Tps + 1) (20)
Cay  (Tys+ 1) (Tos+ 1)+ s (Tys + 1)

Hodnoty 74,7, ..., T, @ Ty, Ty, ..., T, maji nazev ¢asové konstanty. Jsou to

G(s)

prevracené zaporné vztazené hodnoty kofenu:

1 1 (21)

T, =——; ;= — —

n' pi
VétSinou se v literatutre vSechny casové konstanty oznacuji stejné (bud t
nebo T). Preferuji takové rlizné oznaceni jenom z toho dtivodu, abyste hned
podle pismenka poznali, zda je casova konstanta odvozena z nuly (kofen

Citatele) nebo polu (koren jmenovatele).

VSimnéte si, ze zesileni u tohoto zplisobu zapisu obrazového prenosu je
v podstaté dano podilem koeficientli pred zavorkami, vypocitava se stejné jako
u polynomialniho tvaru:

kb 22)
Qo
Zapis pomoci kofenti a pomoci ¢asovych konstant je velice podobny
(vzhledem k tomu, ze ve vétSiné pripadu budou ve§keré kofeny zaporné, oba
zapisy budou mit plusy v zavorkach), ale jenom na prvni pohled. Je dulezité
tyto dva zpusoby zapisu rozeznat. VétSinou s tim spojené chyby vznikaji pfi
vypoctu zesileni. Pokud si nejste jisti, roznasobte zavorky a tim prejdete do

polynomialniho tvaru.

NejhorSim pfipadem je, pokud je obrazovy prenos zapsan v n¢jakém
kombinovaném tvaru, obzvlast pokud jedna zavorka obsahuje koren, pak jina
casovou konstantu. V téchto matoucich pfipadech je nejlepSim freSenim

predejit chybam a prevést pfenos do nékterého z uvedenych zptisobl zapisu.

Poznamka: zavorku obsahujici koren odliSite od zavorky obsahujici
casovou konstantu velmi jednodusSe. Zavorky s kofenem budou mit s plus

néco (tim “néfim” je samozrejmé koren s opacnym znaménkem), napriklad



(s +5) ma koren —5, odpovidajici casova konstanta je 0.2. Zavorky s casovou
konstantou budou mit s krat néco (tim “nécim” je casova konstanta) plus
jedna, napriklad (5 - s + 1) ma ¢asovou konstantu 5, odpovidajici koren je —0.2.
Jedina vyzva pak je (s + 1), ale tento pfipad patfi do obou skupin — ma kofen

—1 a ¢asovou konstantu 1.

Ukazme si pfevod mezi jednotlivymi zptsoby zapisu na prikladu.

Pfiklad 7. Prevedte obrazovy prenos uvedeny v polynomialnim tvaru do
zapisu pomoci korentl a zapisu pomoci ¢asovych konstant. V kazdém

pfipadé spocitejte zesileni systému.

Obrazovy pfenos v polynomialnim tvaru

F()—252+6S+4
¥ T 52195+ 20
Zesileni systému:
K= +_ 0.2
20

Obrazovy pfenos ve tvaru kofenu

Prirovname citatel obrazového pfenosu k nule. ReSenim této kvadratickeé

rovnice zjistime nuly:
2s>+6s+4=0.
D=b%?—4ac=6—4-2-4=4,

_~b+VvD -6++4
2T T T Ty




s1 =—1; s, =-—2; nulysystému.

2s2+6s+4=2(s+1)(s+2).

Prirovname jmenovatel obrazového prenosu k nule a feSenim této rovnice

zjistime poly:
s2+9s+20=0.

D=b%?—-4ac=92—-4-1-20=1.

_—b+VD —-9%+1
25T T 21
s; =—4; s, =-=5; polysystému.

s2+9s+20=(s+4)(s+5).
Vysledny prenos:

2(s+ D(s+2)
(s+4)(s+5)°

F(s) =

Zesileni systému:

Zkontrolujeme si, zda jsme spravné odvodili, obrazovy prenos ve tvaru

kofenu (roznasobime zavorky):

_2(s+1)(s+2) 2(s*+3s+2) 2s°+65+4
 (s+4)(s+5) s2+9s+20  s2+9s+20

F(s)

Obrazovy pfenos ve tvaru ¢asovych konstant

K sestaveni obrazového pfenosu musime zjistit hodnoty casovych

konstant z kofent:



1 1

T =——=1; T =——=0.5;
! (-1) 2 (-2)
1 1
T,=——=<=025 T,=——=<=0.2.
(—4) (-5)

Nezapomenme také, Ze koeficient v Citateli odpovida hodnoté b,, a
koeficient ve jmenovateli odpovida hodnoté a, (na rozdil od obrazového

prenosu ve tvaru kofenu). Ted uz muzeme zapsat vysledny prenos:

4(s+1)(0.5s+ 1)

F8) = 20025 s+ D0z s+ 1)

Zesileni se v tomto pfipadé vypocita jednoduse:

K:%.

A zase si zkontrolujeme spravnost obdrzeného obrazového pfenosu

(roznasobenim zavorek):

4(s +1)(0.5s+ 1) 4055 +1.55s+1)  2s*+6s+4

F(s) = = = :
() = 300025 s+ 1)(02 s+ 1) 20(0.0552 + 045s + 1) _ 52+ 95 + 20




2. PRECHODOVA A IMPULZNi CHARAKTERISTIKA

2.1 Teoreticky uvod

V predchozi kapitole jsme se podivali na obrazovy prenos dynamického
systému. Tvar obrazového prenosu odpovida nasSim predstavam o interni
dynamice systému. AvSak u realnych systému obrazovy prenos nemuzeme
néjakym zpusobem “zmérit” (stejn€é tak nemuzeme “zmérit” diferencialni
rovnici popisujici dynamicky systém). Ke zjisSténi obrazového prenosu muizeme
pouzit jeden ze dvou zpusobti: bud si ho odvodime na zakladé teoretickych
znalosti o dynamickém systému anebo si zméfime odezvu systému na néjaky

budici signal, ze které pak odvodime obrazovy prenos.

V této kapitole si ukazeme postup zjiSténi odezvy systému na libovolny
signal pomoci Laplaceovy transformace. Dale se podivame na dveé
charakteristiky dynamickych systémti: pfechodovou a impulzni. Jsou to
odezvy systému na urcity druh vstupniho buzeni, které se pouzivaji docela
Casto v praxi. Duvodem k jejich pouziti je pomérna jednoduchost, jak ze strany
meéfeni na realném systému, tak ze strany jejich vypoctu. Navic jsou k tomu
velmi informativni. Timto myslim, Zze se z téchto grafti dozvime o systému
spoustu informaci: dynamiku systému, nachylnost ke kmitani, v mnoha
pfipadech statické zesileni (u pfechodové charakteristiky), a v nékterych

pfipadech i rovnou obrazovy prenos (u dynamickych systémti prvniho fadu).

Ale predtim, nez se dostaneme k vypoctu prechodové a impulzni funkce,
podivame se nejdriv na obecny postup vypoctu odezvy dynamického systému
na libovolny druh vstupniho signalu. U tohoto postupu se budeme pohybovat
mezi realnym svétem a ,svétem Laplace“. Nez budete ve Cteni pokracovat, viele
doporucuji precist si predchozi kapitolu tykajici se obrazového prenosu,

pokud jste tak jiz neucinili.

V realném svété se dynamické systémy popisuji pomoci diferencialnich
rovnic. Na vstupu systému je né€jaky budici signal u(t), na vystupu je odezva
systému y(t). Ve svété Laplace se diferencialni rovnice nahrazuje obrazovym

prenosem. Misto vstupniho signalu mame Laplacetiv obraz vstupniho signalu



U(s), vystupni signal se analogicky nahrazuje Laplaceovym obrazem
vystupniho signalu Y(s). Pokud je nasSim cilem vypocet odezvy systému na
néjaky budici signal, obrazovy prenos je znamy (pfipadné je znama
diferencialni rovnice, ze které tento prenos jednodusSe odvodime) a je znamy
prubéh vstupniho signalu u(t). Ukolem je v podstaté zjistit z téchto informaci
vystup dynamického systému y(t). Jak na to? Vzpomenme si, ze obrazovy
prenos je podil Laplaceova obrazu vystupniho signalu k Laplaceovu obrazu

vstupniho signalu (pfi nulovych pocatecnich podminkach):

Y(s) (23)

Z rovnice (23) muzeme odvodit Laplacetiv obraz vystupniho signalu:

Y(s) = F(s)-U(s). (24)
V pravé casti rovnice (24) mame obrazovy pfenos (znama funkce) a
Laplaceuv obraz vstupni funkce (zatim neznamy). Vzhledem k tomu, Ze zname
original vstupni funkce neboli prubéh vstupniho signalu v ¢ase, muiZzeme

vypocitat jeho Laplacetv obraz pomoci pfimé Laplaceovy transformace:

U(s) = L{u(t)}. (25)
Kdyz dosadime (25) do rovnice (24), mUizeme vypocitat Laplacetuv obraz

vystupniho signalu:

Y(s) = F(s) - L{u(t)}. (26)
Zajima nas ale prubéh vystupniho signalu v ¢ase neboli original
vystupniho signalu (funkce ¢asu umime zobrazit a analyzovat). Ten ziskame

pomoci zpétné Laplaceovy transformace:

y(®) = L7H{Y(s)}: (27)

Kdyz dosadime (27) do (26) mame cely postup vypoctu v jednom vzorci:

y(®) = L7HF(s) - L{u(t)}}. (28)
Jinak receno, pfi vypoctu odezvy se pohybujeme mezi realnym svétem a
sveétem Laplace a je dulezité vzdy veédét, kde ted zrovna jsme. Pfi analyze
chovani dynamickych systému nas zajimaji funkce v realném sveété, které
umime popsat a umime zmérit. V realném svété mame vstupni signal u(t) a

diferencialni rovnici popisujici dynamicky systém. A naSim ukolem je



v podstaté tuto diferencialni rovnici vyfesit. ReSenim této rovnice je
samoziejmeé vystupni funkce y(t). Ale diferencialni rovnici nechceme feSit
klasickym zptisobem, tak se premistime do svéta Laplace pomoci “vstupniho
portalu“ — primé Laplaceovy transformace. Diferencialni rovnici prevedeme na
obrazovy pfrenos, vstupni signal prevedeme na Laplacetiv obraz vstupniho
signalu. Ve svété Laplace vypocteme Laplacetiv obraz vystupniho signalu Y (s)
pomoci rovnice (26). Ted je na case se vratit do realného svéta pomoci
“vystupniho portalu” — zpétné Laplaceovy transformace, kterou aplikujeme na
Laplaceuv obraz vystupniho signalu, viz (28). Timto mame nas ptvodni cil

splnén.

Uvedeny postup je zcela obecny, muize se pouzit pro kteroukoliv budici
funkci. K tém nejrozsifenéjSim vstupnim signaltim, které se pouzivaji v praxi
patfi jednotkovy skok a jednotkovy (Diractiv) impulz. Odezvy na tyto budici

funkce jsou pravé hlavnimi postavy této kapitoly. Pridame jejich definice.

Pfechodova charakteristika je odezvou dynamického systému na

jednotkovy skok pfi nulovych pocatecnich podminkach.

Impulzni charakteristika je odezvou dynamického systému na

jednotkovy (Diracuv) impulz p¥i nulovych pocéateénich podminkach.

Ted se pokusime tyto definice rozlustit. Splnéni podminky rovnosti nule
veskerych pocate¢nich podminek je spojeno s pouzitim obrazového prenosu
k popisu dynamickych systému ve svété Laplace. V pfedchozi kapitole jiz bylo
ukazano, pro¢ je splnéni této podminky dulezité a Ze bez splnéni této
podminky neni mozné definovat obrazovy prenos. Tato podminka je také
zahrnuta v definici pfechodové a impulzni charakteristiky. Sice bychom mohli
privést na vstup dynamického systému popsaného diferencialni rovnici
s nenulovymi pocateCnimi podminkami jednotkovy skok, ale odezvu
dynamického systému bychom pak nemohli definovat jako pfechodovou

charakteristikou (stejné uvahy plati pro impulzni charakteristiku).

Ted se podivame na jednotkovy skok a jednotkovy impulz. Jednotkovy
skok je oznacovan jako n(t). V teorii je tento signal predstaven jako skokova

(okamzita) zména vstupniho signalu z hodnoty nula na hodnotu jedna. V praxi



se pak pouziva signal, ktery se maximalné priblizuje tomuto prabéhu (timto
minime, Ze neni mozné realizovat idealni skok, ale je mozné se tomuto
idealnimu skoku maximalné priblizit). Pokud podminky meéfeni nebo
vlastnosti systému nedovoluji privést na vstup jednotkovy skok, muzeme
privést na vstup skok libovolné veliky. Body vysledné odezvy pak musime
vydelit zvolenou vysSkou skoku, abychom ziskali ve vysledku prechodovou

charakteristiku zkoumaného dynamického systému.

Jednotkovy (Diractv) impulz je oznacovan jako §(t). V teorii je tento
signal predstaven jako impulz nekonecné veliky, ktery se vrati k nule béhem
nekonecné kratkého casového useku. Samozifejmé tento signal nemuize byt
realizovan v praxi jednak kvili tomu, Zze neni mozné realizovat “nekonecné
kratky casovy usek”, jednak kvuli tomu, ze vétSina zarizeni se poroucha pod
vlivem signalu velké vySky (nemluveé o signalech “nekonecné vysky”, které
mimochodem také nejsou realizovatelné). V praxi se tento signal nahrazuje
skokem maximalni realizovatelné vysky, jehoz plocha je rovna jednicce (proto
tento signal ma nazev jednotkovy impulz), od toho se pak odviji délka trvani

signalu.

Prechodové a impulzni charakteristiky jsou grafy reprezentujici odezvy
systému na urcité signaly. K nakresleni grafu obecné potfebujeme védét
funkci popisujici pfislusny prubéh. Graf pak reprezentuje prubéh funkce

v Case. Z toho vyplyvaji nasledujici definice.

Pfechodova funkce je funkce popisujici odezvu dynamického systému
na jednotkovy skok pfi nulovych pocatecnich podminkach. Prechodova

charakteristika je grafickym znazornénim pfechodové funkce v case.

Impulzni funkce je funkce popisujici odezvu dynamického systému na
jednotkovy impulz pfi nulovych pocatecnich podminkach. Impulzni

charakteristika je grafickym znazornénim impulzni funkce v case.

Vzhledem k tomu, ze prfechodova a impulzni funkce jsou specialnimi
pfipady odezvy dynamického systému na budici signal, mtizeme pro jejich

vypocet pouzit postup uvedeny v (23) — (28).



2.2 Vypocet pfechodové funkce

Je zvykem si oznacovat vystupni signal z dynamickych systému jako y(t),
Laplaceuv obraz tohoto signalu se proto oznacuje jako Y(s). Prechodova
funkce se oznacuje jako h(t), abychom byli schopni ji hned odliSit od jinych
charakteristik. Jeji Laplaceuv obraz se pak oznacuje jako H(s). Vstupnim
signalem v pripadé prechodové charakteristiky je jednotkovy skok, proto

Laplaceuv obraz prechodové funkce definujeme nasledovné:

H(s) =Y(s) = F(s) - U(s) = F(s) - L{u(®)} = F(s) - L{n(D)}. (29)

Laplaceuv obraz jednotkového skoku je definovan jako:

L0} = ~ (30)

S

Po dosazeni (30) do (29) mame:

1
Hs) = F(s) (31)

Jednotkovy skok ma v Laplaceoveé sveété pomérné jednoduchy obraz, coz
je jesté jednim duvodem k Sirokému pouziti pfechodové charakteristiky pfi

analyze dynamickych systému.

Vysledek v (31) je Laplaceovym obrazem prechodové funkce, my ale
potfebujeme k analyze original (funkci ¢asu, ne komplexni proménné s). Najit

ho mlizeme samoziejmé pomoci zpétné Laplaceovy transformace:

1
h(t) = L {H(s)} = L™ {F<s) -E}. (32)

2.3 Vypocet impulzni funkce

Impulzni funkce ma také své oznaceni, abychom byli schopni ji odliSit od
jinych charakteristik. Oznacuje se g(t), jeji Laplacetv obraz se pak oznacuje
jako G(s). Vstupnim signalem v pfripadé impulzni charakteristiky je jednotkovy

impulz, proto Laplaceuv obraz impulzni funkce definujeme nasledovneé:

H(s) =Y(s) = F(s) - U(s) = F(s) - L{u(®)} = F(s) - L{5(D)}. (33)

Laplaceuv obraz jednotkového impulzu je definovan jako:



L{5(6)} = 1. (34)

Po dosazeni (34) do (33) mame:

G(s) = F(s). (35)
Vzhledem k tomu, ze Laplaceuv obraz jednotkového impulzu je roven
jednicce, je impulzni charakteristika velmi rozsifena i pres to, Ze jednotkovy

impulz je z praktického hlediska velmi zvlaStnim signalem.

Poznamka: z rovnosti (35) vyplyva, ze obrazovy prenos je Laplaceovym
obrazem impulzni funkce. Proto se k oznaceni obrazového pfenosu casto

pouziva G(s).

Vysledek v (35) je Laplaceovym obrazem impulzni funkce, my ale
potfebujeme k analyze original této funkce (funkci ¢asu, ne komplexni
proménné s). Najit ho muzeme samoziejmé pomoci zpétné Laplaceovy

transformace:

g = L7HG(9)} = LTH{F ()} (36)

2.3 Postup vypoctu prechodové a impulzni funkce

Kdyz mame za cil spocitat prechodovou a impulzni funkci systému,
zaCiname tim, ze prevedeme jmenovatel obrazového pfenosu do tvaru
kofenovych Cinitel:

by s™+ by s™ 4+ -4+ by s+ by (37)
ap S+ ap_q s+ +a; s+ ag

F(s) =

by 8™+ by_ys™ 44 by s+ by
an - (s —p)(S—Dp2) - ” (s —Pp)

Je také vhodné zbavit se koeficientu u nejvétsi mocniny s ve jmenovateli.

Pokud tuto operaci neprovedeme, meéli bychom s tim koeficientem pocitat pfi
dalsich algebraickych vypoctech. Abychom predesli zbytecnym komplikacim,
vydéelime Citatel a jmenovatel obrazového prenosu koeficientem a,,:

by om  bme1 m-1 D1y bo (38)
a S+an S + +ans+an

e P [CEES Y gy

Laplaceuv obraz prechodové funkce podle (31) mtizeme zapsat jako:




b, (39)

b_m-sm_i_%-sm_l-l_..._*-bl a_
n

_ Qn an a_"
H(s)= (s—p)(s—p2) " (5—pa)-s

Laplaceuv obraz impulzni funkce podle (35) mtzeme zapsat jako:

'S+

by (40)

b_m_sm_i_%_sm—l_i_.___*_bl Z0
an

G(S) — aTl an a_n

'S+

(s =p)(s—p2) . (s = pn)

Dalsim krokem ve vypoctu je aplikace zpétné Laplaceovy transformace na
rovnici (39) k ziskani prechodové funkce h(t) a na rovnici (40) k ziskani
impulzni funkce g(t). V obou dvou pripadech se jedna o pomérné
komplikované funkce (polynom déleny polynomem), které nejsou ve slovniku
Laplaceovych transformaci. V takovém tvaru bychom tézko hledali originaly
hledanych funkci (meéli bychom pouzit zpétnou Laplaceovu transformaci v jeji
definicni podobé, takze bychom méli spocitat kruhovy integral). K tomu
abychom si tuto ulohu zjednodusili, rozlozime obrazy (39) a (40) na parcialni
zlomky. Po provedeni této (pomeérné) jednoduché operace, originaly funkci
zjistime jednoduSe za pouziti slovniku Laplaceovych transformaci. Timto
mame spocitanou pfechodovou a impulzni funkci. Kdyz tyto funkce graficky

znazornime, vznikne z toho prechodova a impulzni charakteristika.

Z uvedenych informaci je patrné, ze vypocet prechodové a impulzni
charakteristiky z hlediska kybernetiky je jednoduchy. Krok zpusobujici
drobné potize je rozklad Laplaceova obrazu vystupniho signalu na parcialni

zlomky. K tomu se mtize pouzit jedna z nasledujicich metod:

o metoda neurcitych koeficientl,
o vypocet dosazovanim,
J metoda pfimého hledani (pomoci limit).

Dale jsou uvedeny priklady vypoctu. U kazdého prikladu je uveden
postup vypoctu pomoci vSech tfech metod. Vzhledem k tomu, Ze vSechny
metody vedou ke stejnym vyslednym koeficientiim, muzete je kombinovat
(naptiklad, vypocitat nékolik koeficienti podle jedné metody, a pak dopocitat

zbytek pomoci jiné metody).



Pfiklad 8. Vypoctéte prechodovou a impulzni funkci systému popsaného
pomoci uvedené diferencialni rovnice:
4-y"'+2-y=8u.

Prevedeme diferencialni rovnici na obrazovy prenos:

8
F(s) = —
) =157

Upravime obrazovy prenos do doporuceného tvaru (vydélime citatel a

jmenovatel koeficientem pfi nejvétsi mocniné ve jmenovateli):

2

F(s) = s+ 0.5

Prechodova funkce systému:

H(s) = F(s) 1_ 2 _A+ B
S)= S s (s+05:s s s+05

Ted musime dopocitat koeficienty v Citatelich parcialnich zlomk.
Ukazme si postup vypoctu pro vSechny tfi metody a poté se vratime k vysSe

uvedenému Laplaceovu obrazu prechodové funkce:

1) Metoda neurdéitych koeficientu

Nejdrive prevedeme parcialni zlomky na spolecného jmenovatele:

_A+ B A-(s+05)+B-s
(s+05-s s s+05 (s+05) s

H(s) =

Zlomky jsou si rovny, kdyz jsou si rovny citatelé a jmenovatelé.
Vzhledem k tomu, Ze jmenovatelé u prvniho a posledniho zlomkt se rovnaji,

muzeme porovnat Citatele téchto zlomk:
A (s+05)+B-s=2.
Preskupime scitance podle prislusné mocniny s:

s1-(A+B)+s°-(05-4) =st-0+s°-2.



Tato rovnice vyjadfuje rovnost mezi dvéma (trochu zvlastnimi) polynomy.
Polynomy jsou si rovny, kdyz jsou si rovny jejich koeficienty. To znamena, Ze
muzeme pfislusné koeficienty porovnat a z toho nam vznikne nasledujici

soustava rovnic:

{A+B=0;
0.5-4=2.

Resenim této soustavy rovnic ziskame hledané koeficienty:

A =4
B = —4,

2) Vypocet dosazovanim

Prvnich nékolik kroku této metody je stejnych, jako u predchozi metody.

Privedeme parcialni zlomky na spolecného jmenovatele:

2 _A__B _A(G+05+Bs
(s+05):s s s+05  (s+0.5)s

H(s) =

Prirovname citatele parcialnich zlomk:
A (s+05)+B-s=2.

Postup vypoctu koeficient1 z této rovnice se ale bude oproti predchozi
metodé liSit. Je to rovnice, proto se muze misto s dosadit jakékoliv ¢islo a
rovnost bude stale splnéna. Nejjednodussiho vypoctu dosahneme, pokud

polozime s rovno nékterému z kofenu ve jmenovatelich parcialnich zlomku.
Polozime s = 0:
054=2; A=4
Ted polozime s = —0.5:
(=0.5)B=2; B=-4

Timto mame spocitany koeficienty u parcialnich zlomk®. Na takovém

jednoduchém prikladu neni moc vidét vyhoda této metody oproti predchozi. U



Poznamka: pokud po vycerpani v§ech kofenti nam stale zbyvaji neznamé

néjaké jednodusSe spocitatelna Cisla, jako naprtiklad s = 0,1,-1,2, -2, ... apod.

3) Metoda primého hledani (pomoci limit)

PrepiSeme jeSté€ jednou, ¢emu je roven Laplaceuv obraz pfechodové

funkece:

2 A B

H(S):(s+0.5)-s:;+s+0.5'

Jednotlivé koeficienty u této metody se pocitaji kazdy zvlast. Pro kazdy
koeficient zjistime soucin puvodniho zlomku a jmenovatele parcialniho
zlomku, se kterym zrovna pracujeme. Poté spocitame limitu tohoto souc¢inu
pfi s, které se blizi k hodnoté kofene parcialniho zlomku. Pocita se to
jednoduseji, nez se to zda podle popisu. Vyhodou této metody je, Zze hned
poznate, pokud jste nedodrzeli vyse uvedeny pristup. Pokud vynasobite
zlomek né¢im jinym nez odpovidajicim jmenovatelem, po dosazeni vam vyjde
néjaké ¢islo délené nulou. Limita je pak rovna nekonec¢nu, coz se stat nemuize,

protoze koeficient musi byt konkrétnim ¢islem (ve vétSiné pripadu).

Koeficienty u naseho ptikladu se spocitaji nasledujicim zptusobem:

A =lim(s-H(s)) = li i N

= lim(s - 1) = lim (=) =

B =1 0.5)-H = 1li 2\ - 4
= 5—9(}.5((5 + 0.5) (s)) = S_l)I(’)[-ls (E) = )

Mame spocitané koeficienty, a tak se muUzeme kone¢né vratit ke
“kybernetickym zalezitostem”. Dosadime spocitané koeficienty do Laplaceova

obrazu prechodové funkce:

4
H(s) = s s+05



Ted z toho chceme pomoci zpétné Laplaceovy transformace zjistit

original prechodové funkce:

h(e) = L™ E T +4o.5}'

Linearni vlastnost Laplaceovy transformace nam fika, ze Laplaceova
transformace souctu je rovna souctu Laplaceovych transformaci. Navic nam
to tika, ze koeficient, kterym je vynasobena funkce jejiz original se chystame

najit, muze byt pfenesen pred Laplaceovu transformaci:

0= = (e

Ke zjisSténi originald téchto funkci za pouziti zpétné Laplaceovy

transformace budeme potfebovat nasledujici pravidlo 2ze slovniku

Laplaceovych transformaci:

L {s -|1- a} = e,

Kdyz toto pravidlo aplikujeme, dostaneme pfechodovou funkci

h(t) =4 —4-e7 951,

Vypocet impulzni funkce se provadi analogickym zptisobem. Laplacetv

obraz impulzni funkce se rovna obrazovému pfenosu:

G(S):F(S).1:s+0.5'

Pro tento jednoduchy pripad vibec nemusime rozkladat Laplacetiv obraz
impulzni funkce na parcialni zlomky. Mtzeme tak rovnou aplikovat zpétnou

Laplaceovu transformaci na tento obraz a tim zjistime impulzni funkci:

} =2. e—O.S't.

9 = L_l{s n 0.5} =2 {s +0.5

Ve vétSiné pripadu impulzni charakteristika obsahuje vic nez jeden
kotfenovy cCinitel ve jmenovateli. Pak se musi rozkladat na parcialni zlomky

uplné stejnym zpusobem, jako prechodova charakteristika. Jenom téchto



zlomkt bude vzdy o jeden méné nez u pfechodové charakteristiky. Koeficienty
v Citatelich parcialnich zlomkt nebudou stejné, museji se pfepocitavat za

pouziti jedné z uvedenych vySe metod.

Existuje ale jesté jeden zpuisob zjisténi impulzni funkce. Impulzni funkce

je prvni derivaci prechodové funkce:

g = h'(0).

Tato pékna vlastnost se muze pouzit ke zjednoduseni vypoctu. Vyhneme
se opétovnému prepocitavani koeficient1 u novych parcialnich zlomku. U tak

jednoduchého prikladu tato ¢asova uspora neni viibec vidét, ale u dalSich

g =R () = (4— 4 e05t) = (=0.5) - (—4- e~05%) = 2+ 705,

Samozrejmeé, jsme ziskali stejny vysledek. Pri derivovani prechodové
funkce (v tomto prikladu a ve vSech nasledujicich) dochazi k derivaci slozené

funkce. Funkce e~ %

>t je slozena ze dvou funkci: e* a t. Pfi derivovani
musime to respektovat. Derivace (e%>%)’ se bude rovnat derivaci vné;jsi

funkce nasobené derivaci vnitini funkce:

(e705t) = (e05t) - (=0.5-¢)' = ™05t (—0.5).

Pfiklad 9. Vypoctéte prechodovou a impulzni funkci systému popsaného

pomoci uvedené diferencialni rovnice:
y"'+3y"+2-y=6u"+2u
Prevedeme diferencialni rovnici na obrazovy prenos:

6:-s5s+2

F =
(5) s2+3-s+2

Prevedeme polynom ve jmenovateli na souc¢in kofenovych ¢initelt
(pfirovname jmenovatel nule, zjistime kotreny: s; = —1,s, = —2):

6:s5s+2

FO =i er2




Prechodova funkce systému:
1 6-s+2 A B C
H(s) =F(s)-—= =—+ + :
(s (s) s (s+1)-(s+2)'s s s+1 s+2

Ted musime vypocitat koeficienty v Citatelich parcialnich zlomku.
Ukazme si postup vypoctu pro vSechny tfi metody a poté se vratime k vysSe

uvedenému Laplaceovu obrazu prechodové funkce:

1) Metoda neurditych koeficientu

Prevedeme parcialni zlomky na spolecného jmenovatele:

H(s) = 6-s+2 =é+ B 4 C
s+1)-(s+2)'s s s+1 s+2
_A-(s+1)-(s+2)+B-s-(s+2)+C-s-(s+1)
B (s+1)-(s+2)-s '

Porovname citatele:

A-(s+1)(s+2)+B-s-(s+2)+C-s-(s+1)=6-s+2.

Roznasobime zavorky:

A (s?+3:s+2)+B-(s?+2:5)+C-(s>+5s)=6"s+ 2.

Preskupime scitance podle prislusné mocniny s:

s2 - (A+B+C)+s'-(3-A+2B+C)+s°-(2-4) =5s?-0+st-6+s"2.

Z toho vznikne nasledujici soustava rovnic:

A+B+C=0;
3A+2B+C = 6;
2:-A=2.

ReSenim této soustavy rovnic ziskame hledané koeficienty:
A=1;

B = 4;
C = -5,



2) Vypocet dosazovanim

Prevedeme parcialni zlomky na spolecného jmenovatele:

H(s) = 6542 =é+ B 4 C
(s+1)-(s+2)'s s s+1 s+2

A+ (s+2)+B s (s+2)+C-s-(s+1)

B (s+1):-(s+2)-s '

Porovname citatele:

A-(s+1)(s+2)+B-s-(s+2)+C-s-(s+1)=6-s+2.

Roznasobovat jednotlivé zavorky u této metody nemusime. MuzZeme

rovnou dosazovat hodnoty odpovidajici korentim ve jmenovatelich parcialnich

zlomki.

Polozime s = 0:

Ted polozime s = —1:

B-(-1):1=6-(-1)+2; B=4

A nakonec s = —2;

C-(-2)(-2+1)=6-(-2)+2; C=-5.

3) Metoda primého hledani (pomoci limit)

Laplaceuv obraz pfechodové funkce je roven:

My 05¥2 A B C
S_(s+1)-(s+2)-s_s s+1 s+2

Koeficienty ve jmenovatelich jsou rovny:

_ _ 6-s+2
Az?i%(s'H(s))z?i%((s+1)-(s+2))=




B=Slir91((s+1)-H(s))=slim(6'S+2):4

-1\(s+2)-s
) L 6:-s+2 _
¢ = Jim (s +2)- H6) = i (2555) = =

Mame spocitané koeficienty, dosadime je do Laplaceova obrazu

prechodové funkce:

4+—5
s+1 s+2

1
H(s)=—-+
S
Ted z toho zjistime pomoci zpétné Laplaceovy transformace original

prechodové funkce:

h(t) =L"Y{H(s)}=1+4-et—5-e72¢,

Vypocet impulzni funkce
Laplaceuv obraz impulzni funkce:

6:s+2 A B

G(s)=F(S)'1=(S+1).(5+2)=g+1+s+2'

Spocitame koeficienty ve jmenovatelich pomoci vSech trech metod.

1) Metoda neurditych koeficientu
Prevedeme parcialni zlomky na spolecného jmenovatele:

6-s+2 A B A-(s+2)+B-(s+1)

() =GTD G612 s+titstz. GID G+2

Porovname citatele:
A (s+2)+B-(s+1)=6-s+2.
Preskupime scitance podle prisluSsné mocniny s:
s1-(A+B)+s° (2-A+B)=s'-6+s°2.

Z toho vznikne nasledujici soustava rovnic:



{A+B=6;
A+ 2B = 2.

ReSenim této soustavy rovnic ziskame hledané koeficienty:

A= -4
B = 10.

2) Vypocet dosazovanim
Prevedeme parcialni zlomky na spolecného jmenovatele:

6-s+2 A B A-(s+2)+B-(s+1)
(s+1)-(s+2)_s+1+s+2_ (s+1):(s+2)

G(s) =

Porovname citatele:
A (s+2)+B-(s+1)=6-s+2.
Ted polozime s = —1:

A1=6-(-1)+2; A=—4

B-(-1)=6-(-2)+2; B =10.

3) Metoda primého hledani (pomoci limit)
Laplaceuv obraz prechodové charakteristiky je roven:

6-s+2 _ A B
(s+1)(s+2) s+1 s+2

H(s) =

Koeficienty ve jmenovatelich jsou rovny:

A= li D-6() = lim (S22 = 4
_51@1((54_ ) (S))_s—l}zl1< s+2 )__.
| . (6s+2
B=Sl_1)r£12((5+2)'0(5))_511>r£12( s+1 )_10.

Mame spocitané koeficienty, dosadime je do Laplaceova obrazu impulzni

funkce:



N P
S_s+1 s+ 2

Nyni zjistime pomoci zpétné Laplaceovy transformace original impulzni

funkce:
g) =L"HG(s)}=—4-et+10-e7%%

Stejného vysledku bychom dosahli jednoduchym derivovanim

prechodové funkce:

gt)y=hr®)=A+4-et=5-e2t) =—4-e7t +10-e7 2,

MATLABuU, které vam mohou pomoci pfi vypoctu a také pfi kontrole

spocitanych prechodovych a impulznich funkci.

Pfiklad 10. Vypoctéte prechodovou a impulzni funkci systému popsaného

pomoci uvedené diferencialni rovnice:
y"@®)+9y"(t) +23y'(t) +15y(t) =u""(t) + 11 u'(t) + 28 u(t).
Obrazovy prenos systému:

s 4+ 11s + 28
s34+ 952 4+ 235 + 15

F(s) =

Dale rozlozime polynom ve jmenovateli na soucin korenovych cCinitelt.
K tomu muzeme pouzit MATLAB. Pomoci funkce roots() zjistime kofeny

charakteristické rovnice.
s3 +9s%2 4+ 235+ 15 = 0.
(charakteristicka rovnice)

> a = [1 9 23 15];
>> roots(a)
ans =
-5.0000
-3.0000
-1.0000



Koreny rovnice:

Vysledny soucin kofenovych Cinitelti:
s34+952+23s+15=(s+ 1) (s +3)(s + 5).
Obrazovy prenos:

s24+11s + 28
(s+D(s+3)(s+5)

F(s) =

PRECHODOVA FUNKCE

Laplaceuv obraz prechodové funkce je:

1
H(s) = F(s) - L{n()} = F(s) '

s?2 4+ 11s + 28

HS) = DG+ 96+5) s

K tomu, abychom zjistili original pfechodové funkce, meéli bychom

nejdfive rozlozit Laplaceuv obraz prechodové funkce na soucet parcialnich

zlomk1:
H(s) = s+ 11s + 28 =é+ B N C N D.
(s+1D(s+3)(s+5)'s s s+1 s+3 s+5
1) Metoda neurditych koeficientu
H(s) = s?+11s + 28 =é+ B N C N D
(s+1D(s+3)(s+5)'s s s+1 s+3 s+5

A+ 1D)(s+3)(s+5)+Bs(s+3)(s+5)+Cs(s+ (s +5) +Ds(s + 1)(s + 3)
B (s+1D(s+3)(s+5)-s '

A(s+1)(s+3)(s+5)+Bs(s+3)(s+5)+Cs(s+1)(s+5)+Ds(s+1)(s+ 3)
=52+ 11s + 28.

A(s® +9s%2 4+ 23s + 15) + Bs(s? + 85 + 15) + Cs(s? + 65 + 5) + Ds(s? + 4s + 3)
=s?+ 11s + 28.



A(s3 4+ 952 + 235 + 15) + B(s3 + 852 + 155) + C(s> + 652 + 55) + D(s3 + 452 + 3s)
=s%+11s + 28.

s3(A+B+C+D)+s*9A+ 8B +6C +4D) + s*(23A + 15B + 5C + 3D) + s°(154)
=s3-0+s%2-1+st-11+5s°-28.
A+B+C+D=0;
9A+ 8B + 6C +4D = 1;
23A+ 15B +5C + 3D =11;
154 = 28.
Tuto soustavu rovnic mtizeme vytesSit v MATLABu:
> A = [1111; 98 6 4; 23 155 3; 15 0 0 01;

>> B [0 1 11 281';

>> inv (A) *B
ans =
1.8667
-2.2500
0.3333

0.0500

Koeficienty ve jmenovatelich parcialnich zlomku:

A = 1.8667;
B = —2.2500;
C = 0.3333;
D = 0.05.

2) Vypocet dosazovanim

Hs) = s>+ 11s + 28 _A B C D

O = G DG+3)G8) s s s+l s+3 545
_A(s+1)(s+3)(s+5)+Bs(s+3)(5+5)+Cs(s+1)(s+5)+Ds(s+1)(s+3)
B (s+1)(s+3)(s+5)s '

A(s+1)(s+3)(s+5)+Bs(s+3)(s+5)+Cs(s+1)(s+5)+Ds(s+1)(s+ 3)
= s%+ 11s + 28.



A0-24+4B-(-1):2-4+C(~1)-0:44+D-(=1)-0-2 = (—1)2 — 11 + 28,

B-(—8) =18; B = —2.25.

s=-3
C(-3)-(=2)-2=(-3)2+11-(-3) + 28.
12-C=4; C=0.3333.
s=-5
D-(=5)-(—4) (=2) =(-=5)?+11-(=5) + 28.
(—40)-D = —2; D = 0.05.
s=0

A-1-3-5=0%+11-0+28.
15-4A =128, A=1.8667.

Koeficienty ve jmenovatelich parcialnich zlomkt (samozfejmeé jsou

stejné jako u predchozi metody):

A = 1.8667;
B = —2.2500;
C = 0.3333;
D = 0.05.

3) Metoda primého hledani

ey S Flls+28 A B C D
S_(s+1)(s+3)(s+5)-s_s s+1 s+3 s+5

A lmHEs) -5 1 s2+11s+28 |\ 28
s S = G+ DG +3)(5+5)) 15

_ _ s2+11s + 28 18
B = hml(H(s) “(s+1)) = llm1 =
5—— Ss——

(s+3)(s+5)-s) -8

_ _ s?+11s + 28 4
C = 11m3(H(s) (s+3)) = llm3 =
s—o— so—

(s+1)(s+5)-s) 12



s 4+ 11s + 28 > -2

D= lim (H(s) (s +5)) = lim, <(s +1)(s+3)-s) —40

Koeficienty ve jmenovatelich parcialnich zlomku (opét stejné):

A = 1.8667;
B = —2.2500;
C = 0.3333;
D = 0.05.

Ovéreni vysledkti v MATLABu (pomoci funkce residue()):

>> b [1 11 28]; %polynom v citateli

>> a [1 9 23 15 0]; %polynom ve jmenovateli
>> [R,P,K] = residue(b,a)
R =
0.0500
0.3333

-2.2500

1.8667

-5.000
-3.000

-1.000

Poznamka: koeficienty, které jsme ziskali z funkce residue() (jsou
hodnotami vektoru R) jsou v jiném potradi, nez jsme to méli ve vypoctech.
Davejte pozor na to, kterému kofenu (jsou hodnotami vektoru P) odpovida

ktery koeficient.



Konecné dosadime zjisténé koeficienty do ¢itatelt prislusnych zlomki:

1.8667+—2.25 0.3333 0.05

H = :
(5) s+1+s+3 +s+5

Ted uz mulzeme najit original funkce H(s), neboli nasi prechodovou

funkci:

h(t) = LH{H(s)} = 1.8667 — 2.25 - e~¢ + 0.3333 - e3¢ + 0.05 - e 5L,

IMPULZNi FUNKCE

Laplaceuv obraz impulzni funkce je:
G(s)=F(s)-L{6(t)} =F(s)-1.

s?+11s + 28
(s+1D(s+3)(s+5)

K tomu, abychom zjistili original impulzni funkce, méli bychom nejdfiv

G(s) =

rozlozit Laplacetv obraz impulzni funkce na soucet parcialnich zlomku:

s+ 11s + 28 A B C

() = DG 196 +s) s+1 s+3 s+5

1) Metoda neurditych koeficientu
B s? +11s + 28 B A N B N C
C(s+D(G+3)(s+5) s+1 s+3 s+5
_A(s+3)(s+5)+B(s+1D(s+5)+C(s+1)(s+3)
B (s+1D(s+3)(s+5) '

G(s)

A(s+3)(s+5) +B(s+1(s+5)+C(s+1)(s+3) =s%+11s + 28.
A(s? +8s+15) + B(s?+ 65 +5) + C(s? + 4s+3) = s% + 11s + 28.
s?(A+B+C)+s'(BA+ 6B +4C)+s°(154+5B+3C) =s?-1+s'-11+s°-28.
A+B+C=1;

84+ 6B + 4C = 11;
154 + 5B + 3C = 28.



Tuto soustavu rovnic mtizeme vytesSit v MATLABu:
> A = [111; 8 6 4; 15 5 3];

>> B [1 11 28]";

>> 1nv (A) *B
ans =
2.2500
-1.0000

-0.2500

Koeficienty ve jmenovatelich parcialnich zlomku:

A = 2.25;
B = —1;
C = —0.25.

2) Vypocet dosazovanim

s?+11s+28 A B C
(s+1)(s+3)(s+5)_S+1+s+3+s+5
_A(s+3)(s+5)+B(s+1(s+5)+C(s+D(s+3)
B (s+1)(s+3)(s+5) '

G(s) =

A(s+3)(s+5 +B(s+1(s+5)+C(s+1)(s+3) =s%+11s + 28.

s=-1
A-2-4=(—1)%?+11-(-1) +28.
A-8=18; A=225.
s =-3
B-(=2)-2=(-3)?+11-(-3) + 28.
(-4)-B=4; B=-1.
s=-5

C-(—4)-(=2) = (=5)2+11- (=5) + 28.



8:-C=-2; C=-0.25.

Koeficienty ve jmenovatelich parcialnich zlomkt (samozifejmé jsou

stejné jako u predchozi metody):

A = 2.25;
B = —1;
C = —0.25.

3) Metoda primého hledani

s?+11s+28 A N B N C
(s+1D(G+3)(s+5) s+1 s+3 s+5

G(s) =

A= lim (G(s)- (s + 1)) = lim (sz s+ 28) 18

(s+3)(s+5)) 8"

B = lim (G(s) - (s +3)) = lim (S il 11”28) *

(s+1)(s+5)) —4

s+ 11s + 28 -2
C = limS(G(s) “(s+5)) = hm < )
5o—

s+D(s+3)) 8°

Koeficienty ve jmenovatelich parcialnich zlomkt (opét stejné):

A = 2.25;
B = —1;
C = —0.25.

Oveéreni vysledkti v MATLABu (pomoci funkce residue()):

>> b = [1 11 28]; %$polynom v citateli
>> a = [1 9 23 15]; %polynom ve jmenovateli
>> [R,P,K] = residue (b,a)
R =
-0.2500
-1.0000
2.2500



-5.000
-3.000

-1.000

[]

Poznamka: koeficienty, které jsme ziskali z funkce residue() (jsou
hodnotami vektoru R) jsou v jiném poradi, nez jsme to méli ve vypoctech.
Davejte pozor na to, kterému kofenu (jsou hodnotami vektoru P) odpovida

ktery koeficient.

Konec¢né dosadime zjiSténé koeficienty do Citatelt prfislusnych zlomk:

2.25 -1 -0.25

G(s)=s+1+s+3+s+5'

Ted uz muzeme najit original funkce G(s), neboli nasi impulzni funkci:
gt) =L HG(s)} =225 et —e™3t —0.25 5
Jiny zputisob, jak zjistit impulzni funkci je derivace prechodové funkce:

g(®) = h'(t) = (1.8667 — 2.25-e7t + 0.3333 - 73t + 0.05 - e~ °t)’
=225-e7t—-0.9999 ¢ 3t — (.25 ¢~ 5¢,

Vysledek je stejny (az na zaokrouhlovaci chyby)

MATLAB

V MATLABu se muzeme podivat na pfechodovou a impulzni
charakteristiky pomoci funkci step() a impulse(). K definici obrazového prenosu

se pouziva funkce tf{).

>> b = [1 11 28]; %polynom v citateli
>> a = [1 9 23 15]; %polynom ve jmenovateli



>> sys = tf(b,a); %obrazovy prenos
>> step(sys) Sprechodova charakteristika

>> impulse (sys) %impulzni charakteristika

Pokud byste chtéli pomoci MATLABu oveérit vysledky vypoctu impulzni a
prechodové funkce pro libovolny dynamicky systém, mtizete pouzit uvedeny
program. Méli byste u tohoto programu upravit (pro jiny dynamicky systém)
polynomy pro Citatel a jmenovatel obrazového prenosu, ¢as (odhadem) a

spocitanou pfechodovou a impulzni funkci.

close all %zavrit vsechna otevrena okna
clear all %$smazat vsechny promenne ve Workspace'u

clc %Svycistit obsah obrazovky

polynom v citateli obrazoveho prenosu
b= [1 11 28];
polynom ve jmenovateli obrazoveho prenosu

a = [19 23 15];

$obrazovy prenos

sys = tf(b,a)

%k tomu, abychom nakreslili prechodovou a impulzni
scharakteristiku, musime si nejdriv nadefinovat casovy vektor
%t. Jdsou to body, ve kterych se budou pocitat hodnoty

%charakteristik. T je hodnota posledniho bodu

T = 15;
t = 0:0.1:T; %hodnoty casoveho vektoru jsou 0,0.1,0.2,...,T
n = length(t); %n Jje rozmer casoveho vektoru



Timpulzni funkce
g = 2.25%exp(-t) — exp(-3*t) - 0.25*%exp(-5*t);
sprechodova funkce

h = 1.8667 - 2.25%exp(-t) + 0.3333*exp(-3*t) + 0.05*exp(-5*t);

figure; %zobrazit graf

plot(t,h); %zobrazit spocitanou prechodovou charakteristiku
hold on; %abychom mohli pridat dalsi graf
step(sys); %zobrazit prechodovou charakteristiku, kterou si

spocital Matlab

figure; %zobrazit dalsi graf

plot(t,g); %zobrazit spocitanou impulzni charakteristiku
hold on; %abychom mohli pridat dalsi graf

impulse (sys);%zobrazit impulzni charakteristiku, kterou si

spocital Matlab

svysledne grafy samozrejme museji byt stejne



PRIKLADY K PROCVICENI

(spocitejte pfechodovou a impulzni funkci systému popsaného pomoci

obrazového pfenosu)

Pfiklad 11

0.5s + 0.2
(s +0.1)(s + 1)(s + 0.5)

G(s) =

Vysledek:
h(t) =4—4.17-e7 %1t +0.67 -7t —0.5- 795,

g(t) =042-e %1% —0.67 et +0.25 - e~05¢,

Priklad 12

4

G(s) = s2 4255+ 1
Vysledek:

h(t) =4 —5.33-e705 +1.33-¢72¢,

gt) =2.67-e7 %t —267-e72,

Priklad 13

s?+6s+4
(s+02)(s+2)(s+1)

G(s) =

Vysledek:
h(t) =10—-9.86-e7 %% + 1.11-e72t —1.25-¢7 L.

gt) =197-e702t —222-e72t +1.25-e7 L.



