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Rozklad na parcialni zlomky

Ing. Maryna Garan



ProcC to delame?

Zname Laplaceuv obraz vystupu z dynamického systému

_ polynom 1
~ polynom 2

¥Y(s)
Nasim cilem je zjistit original vystupu z dynamického systému
y(©) =LY ()} =7
Rozdélime Y(s) na parcialni zlomky

_ polynom 1

Y(s) = polynom 2 = parc.zl.1 + parc.zl.2 + ---+ parc.zl. k
y(@©) = L EGI}’”G”‘ 1} y(t) = L {parc.zl.1} + L *{parc.zl. 2} + --- + L™ {parc. z1. k}
olynom 2
ﬂ L *{parc.zl. 1} Jednoduse se hleda ve
L= {parc.zl. 2} slovniku Laplaceovych

Slozité se hleda I-{parc.zL. k) transformaci




Jak se zlomek rozklada? (1)

Prirovname polynom 2 (jmenovatel) k nule
Zjistime koreny vzniklé rovnice
Rozdélime polynom na nasobence

Zapiseme vysledek rozkladu ve tvaru souctu
parcialnich zlomku

Dopocitame cCitatele u kazdého parcialniho
zlomku



Jak se zlomek rozklada? (2)

Pri vypoctu korenu jmenovatele mohou nastat
tyto pripady:

1) Realné koreny

2) Nasobné koreny (stejné)

3) Komplexné sdruzené koreny

4) Kombinace korent z 1), 2) a 3)



Jak dopocitat koeficienty v cCitatelich
parcialnich zlomku? (1)

1) Metoda neurcitych koeficientu
2) Metoda primého hledani (pomoci limit)
3) Vypocet dosazovanim



Jak dopocitat koeficienty v cCitatelich
parcialnich zlomku? (2)

1) Metoda neurcitych koeficient(
* Privedeme parcialni zlomky na spolecného jmenovatele

* Prirovname Citatel zjisténého zlomku k Citateli pivodniho
zlomku.

* Preskupime koeficienty podle mocniny s, jejiz nasobkem jsou

* Prirovhame koeficienty (popripadé polynomy) z levé a pravé
casti pro odpovidajici mocniny s.
* Vyresime vzniklou soustavu rovnic



Jak dopocitat koeficienty v cCitatelich
parcialnich zlomku? (3)

2) Metoda primého hledani (pomoci limit)

» Kazdy z koeficientl zjistime pomoci dalsiho vzorce:
K; =lim(s —s;)-Y(s)

S5
* Pokud pracujeme s nasobnym korenem, budeme mit nékolik zlomku se
stejnym korfenem, a tak i nékolik koeficientd Kn, Kn,, ..., Kn; (k je nasobnost
korfenu)
Kn; = lim(s — s;)%- Y (s)
S-S
_ <Nk
s (Slmsll(s s;) Y(S))

d2
_ <N\k
Kn; = 21952 (ler?l(S S;) Y(s))

Kn, =

L gee
(k — D!dsk-D

Kle

(llm (s — sk - Y(S))



Jak dopocitat koeficienty v cCitatelich
parcialnich zlomku? (4)

3) Vypocet dosazovanim
* Privedeme parcialni zZlomky na spolecného jmenovatele

* Pfirovhame C(Citatel zjisténého zlomku k Ccitateli puvodniho
zlomku.

* Zvolime si jakékoliv hodnoty s;. Nejvhodnéjsi volbou jsou
hodnoty, odpovidajici korenum jmenovatell. PocCet hodnot je
shodny s poctem hledanych koeficientd.

 Zvolené hodnoty postupné dosadime do rovnice, cimz
postupneé zjistime koeficienty



Priklady



Realné koreny (1)

5s+1
s3+6s2+11s+6

Y(s) =

s3+6s2+11s+6=0 C——) s;,=-1,5=-—2,53=-3

5s+1

Ve = S DG+ 26 +3)

5s+1 A N B N C
(s+1D(G+2)(s+3) s+1 s+2 s+3

Y(s) =

O T
1
IR



Realné koreny (2)

1)  Metoda neurcitych koeficientu
55+ 1 A B C

V) = i DG+ 206+3) s+l s+2 s+3°

A+ 2)(s+3)+B(s+D(s+3)+C(s+1)(s+2)
B (s + 1D(s+2)(s+3)

As+2)(s+3)+B(s+1D(E+3)+C(s+1)(s+2)=5s+1
A(s>+55s+6)+B(s?+4s+3)+C(s?+3s+2) =5s+1

s?(A+B+C)+s'(5A+4B+3C)+s%6A+3B+2C)=s'-5+5s°-1

s’ A+B+C=0 A= -2
sl: SA4+4B+3C =5 B=9
s% 6A+3B+2C=1 C=-7
—2 9 —7

Y(s) =

s+1+s+2+s+3



Realné koreny (3)

2) Metoda primého hledani (pomoci limit)
55 +1 A B C

Y(S):(S+1)(S+2)(S+3)_S+1+S+2+S+3
A . 55 +1 _ 1 55+ 1 )
~ oh [(” ) GIDG6+)| s |G G|
| 5 5s+1 _ 5s+1
B=am l(” ) GIDG+6+3)| s |Gr DG+
Co i 2 55 +1 _ 55 +1 ;
Rl [(S+ ) (s+1D(s+2)(s+3) s—1>m3[(s+1)(s+2) -

—2 9 -7

Y —
(s) S+1+S+2+S+3




Realné koreny (4)

3) Vypocet dosazovanim
55 +1 A B C

Y(S):(S+1)(S+2)(s+3)zs+1+s+2+s+3:

A+ 2)(s+3)+B(s+D(s+3)+C(s+1)(s +2)
B (s+1(s+2)(s+3)

As+2)(s+3)+B(s+1)(s+3)+C(s+1)(s+2)=5s+1

s=-1 A-1-24+B-0-24C-0-1=5-(-1)+1 A= -2
s=-2 A-0-14B-(-1)-1+C-(-1)-0=5-(=2) + 1 B=9
s=-3 A-(-1)-0+B-(=2)-0+C-(-2)-(-1)=5-(-3)+1 C=-7

—2 9 -7

Y —
(s) S+1+S+2+S+3




Nasobny koren (1)

352 +2s+1
s3+6s2+12s+ 8

s3+6s2+12s+8=0 [C—) s5;=-2,5,=-2,53=-2

Y(s) =

3s2+2s+1

) =2y

3s2+2s+1 A B C

V) == ~ G+ T GErE stz

O T
1
IR



Nasobny koren (2)

1)  Metoda neurcitych koeficientu

3s?+2s+1 A B C

VO ="6729 ~Gr2° GiE stz

_A+B(s+2)+C(s+2)*
B (s + 2)3

A+B(s+2)+C(s+2)°=3s*+2s+1
A+B(s+2)+C(s*?+4s+4) =3s2+2s+1

s?(C)+sY(B+4C)+s°(A+2B+4C)=5s%-3+st-2+5s%-1

s?: C =3 A=09
st B+4C=2 B =-10
s A+2B+4C =1 C =3
—-10 3
Y(s) =

(S+2)3+(S+2)2+S+2



Nasobny koren (3)

2) Metoda primého hledani (pomoci limit)

3SZ+25+1_ A B C

Y(s) = —

() (s +2)3 (S+2)3+(S+2)2+S+2
A= lim s+ 292 22y [3s2+2s+1] =9

~ o5 _(S ) (s + 2)3 ~ ot > B
B=1 -1d32+2+1—1 [6s + 2] = —10

T |11 gs O F A D] Ao
c—1'-1d23221 lim |=-L (65 +2)| = 1 .6 =3
= |z gz BT Fas D= lim 15 g5 (68 )|= Jim,[3-6] -

~10 3
Y(s) =

(s+2)3+(s+2)2+s+2



Nasobny koren (4)

3) Vypocet dosazovanim

3s2+2s+1 A B C

Vis) = (s + 2)3 :(s+2)3+(s+2)2+s+2:

_A+B(s+2)+C(s +2)*
a (s +2)3

A+B(s+2)+C(s+2)>=3s?+2s+1

s=-2 A+B-0+C-0°=3-(-2)*+2-(-2)+1

s=0 A+B-2+C-2°=3-0°4+2-0+1
s=—-1 A+B-1+C-1?=3-(-1)*+2-(-1)+1
A=9 A=09

A+2B+4C=1 B =-10
A+B+C=2 C=3

—10 3

V) = 3 T Gr 2 Tst2




Komplexné sdruzené koreny (1)

s?+2s+5=0 [C—p s;=-1+2js,=-1-2j

s+ 3
(s+1+2))(s+1-2j)

Y(s) =

s+3 B A N B
(s+1+2)(+1-2)) s+1+2j s+1-2j

Y(s) =

O T
1
IR



Komplexné sdruzené koreny (2)

1)  Metoda neurcitych koeficientu
s+ 3 A B

Y = = + =
&) = GF¥i+2)6T1=2) s+1+2 Ts+1=2

_A(Gs+1-2j)+B(s+1+2))
s+ 14+2)(s+1-2))

AGs+1-2)+B(s+1+2j)=s+3

s1(A+B)+s°(A—24j+B+2Bj)=st-1+5s%-3

st A+B=1 A=05+0,5j
s A—24j+B+2Bj=3 B =0,5-0,5j
05+05 05-0,5
Y(s) = ] ]

S+1+2j+S+1—2j



Komplexné sdruzené koreny (3)

2) Metoda primého hledani (pomoci limit)
s+3 A B

Y(s) = = +
&) = ¥ 1+2)6+1=2) s+1+2 Ts+1=2

s+ 3 _
(s+1+2)DG+1-2))]

A= lim |(s+1+2j):
s—>—1—2]_

_ s+ 3

= i =0,5+0,5]
se—lgrlzj (s +1—2j) 0

s+ 3 B
(s+1+2)DG+1-2))]

§s—>—1+4+2j

B= lim |(s+1-2j)-

_ s+ 3
~ so-142j (s + 1 + 2))

=0,5—0,5j

0,5+05  05—0,5]

V) =Griv 2y TG+1-2)




Komplexné sdruzené koreny (4)

3) Vypocet dosazovanim
s+ 3 B A N B B
(s+1+2)(+1-2)) s+1+2j s+1-2j

Y(s) =

_A(Gs+1-2j)+B(s+1+2))
s+ 14+2)(s+1-2))

AGs+1-2)+B(s+1+2j)=s+3

s=-1-2j A-(-4)+B-0=—-1+2j+3 A=05+0,5j
s=—-1+2j A-0+B-4=-1-2j+43 B=05-0,5j

0,5+05  05—0,5]

V) = iiv2) TGrio2)




Kombinace korenu. Priklad 1 (1)

2s +1
s* + 4s3 + 552 + 2s

Y(s) =

s-(s®+4s>+55+2)=0——) s5;,=-2,5,=-1,53=-1,5,=0

3s2+2s+1
Y(s) = >
s(s+2)(s+1)
352 +2s+1 A B C D
Y(s) = —+

SGH+DG+1? s s+2 G 12 Ts+1

SO >
1 | I 1
SCREN RN



Kombinace korenu. Priklad 1 (2)

1) Metoda neurcitych koeficient(
2s+1 A B C D

Y(s) = ==+ + +
(s) s(s+2)(s+1? s s+2 (s+1)? s+1

_A(s+2)(s+ 1)+ Bs(s + 1)?+Cs(s +2) + Ds(s +2)(s + 1)
B s(s+ 2)(s + 1)?

A(s+2)(s+1)2+Bs(s+1)?°+Cs(s+2) +Ds(s +2)(s+ 1) =2s+ 1
A(s+2)(s*+2s+ 1)+ Bs(s*+2s+ 1)+ C(s* +2s) + Ds(s* +3s+2)=2s+1
A(s3+4s2+55+2)+B(s3+2s2+s)+C(s*+2s)+D(s®+3s2+2s5)=2s+1
s3(A+B+D)+5s%?(4A+2B+C+3D)+s'(54+ B+ 2C +2D) +s°(24) =

=s3.0+s%2:0+s1-2+s5°-1

s3: A+B+D=0 A=05
s?: 4A+2B+C+3D=0 B=1,5
s': 544+B+2C+2D =2 C=1
s9: 24 =1 D=-2
0,5 1,5 1 -2
Y(s) =

+ + +
s s+2 (s+1)* s+1



Kombinace korenu. Priklad 1 (3)

2) Metoda primého hledani (pomoci limit)

vyo_ 25t A B C D
> Cs(s+2)(s+1D)?2 s s+2 (s+1)?2 s+1
A< i 2s+1 _ 2s+1 _ 05
~ 0P s+ 2+ D2 seo|ls+ DG+ D2
B - 1 [ ) 2s +1 e 2s+1 '_15
= o0 _(S ) s(s+ 2)(s + 1)? ~ o s(s + 1)? -
C— [ 12 2s +1 _ 23+1'_1
~ oh _(S ) s(s+2)(s+1)2__s—l>r£12 s(s+2)|
o [1 af2s+1 o [@2s+ 1D (%24 25) — (2s + 1) - (s% + 25)]]
D= lim |—-— = lim =
s=-1[1! ds\s(s+2) s=>-2| (s% + 25)? ]
_ 2:(s2+25)—(2s+1)-(2s+2)]
<g>l 9 f-gf e (s% + 25)?
f f?
Y()—O'5+ 1,5 N 1 N —2
YTy Ts+2 (s+1)? s+1



Kombinace korenu. Priklad 1 (4)

3) Vypocet dosazovanim
2s +1 A B C D
==+ + +
s(s+2)(s+1)? s s+2 (s+1)? s+1
_A(s+2)(s+ 1)+ Bs(s + 1)?+Cs(s +2) + Ds(s +2)(s + 1)
B s(s +2)(s + 1)2

Y(s) =

A(s+2)(s+1)2+ Bs(s+ 1)?+Cs(s +2) + Ds(s +2)(s+ 1) =25 + 1

s=0 A-2-1+B-04+C-0+D-0=2-0+1
s=—1  A-0+B-04+C-(-1)-14D-0=2-(-1)+1
s=—=2 A-0+B-(=2)-(-1)2+C-0+D-0=2-(-2)+1
s=1 A-3-224B-1-224C-1-34D-1-3-2=2-1+1

2A =1 A=0,5
—C=-1 Cc=1
—2B = -3 B=15
12A+4B+3C+6D =3 D=-2
0,5 1,5 1 —2

Y(s) = +

+ +
s s+2 (s+1)? s+1



