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Kap. 1 : Uvod

Motto: Nejvétsi  zabavu  skytaji  prave ty
pocitacove ulohy, ktere nejsou v praxi
naprosto k nicemu.

Ze zdakonu Murphyho.

1. UVOD

Ucebni text je urCen studentim IV. ro¢niku strojni fakulty, ktefi si zvolili
studijni obor automatizované systémy fizeni strojirenské vyroby. Pokryva jednu cast
obsahu pfedmétu Algoritmy a datové struktury, vyuovaného v tomto studijnim oboru.
Nenahrazuje pfednasky z tohoto pfedmétu, ani studium literatury, doporu¢ované na
konci tohoto textu. Vytvaii predevsim zasobnik (také abstraktni datova struktura) uloh
pro samostatnou praci studentd. Viele lze doporucit ke studiu literaturu [2], ze které je
pievazné Cerpano (pokud jeji ziskani je v moznostech ¢tenare).

Pokud nékteré pocitacové ulohy jsou zdbavné, stdvaji se i zajimavé. Existuje
velmi mnoho zajimavych problémd, které maji velmi silny prakticky prinik. Autor
doufi, ze tomu tak je i u problém, jejichz feSeni je diskutovano v tomto ucebnim

textu. Murphyho zakony funguji, ale nejsou objektivni.

Pro zépis algoritmt je volen zdmérné jazyk C. Odpovidd to posloupnosti

predmétl vyucovanych v oboru automatizované systémy tizeni ve strojirenské vyrobe¢!

Za velmi peclivé precteni rukopisu a korektury textu dékuje autor Doc. RNDr.

Ing. Miloslavu Koskovi, CSc.
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Kap. 2 : Stromy Clanek 2.1

2. STROMY

2.1 Binarni stromy

Binarni stromy (binary trees) jsou konecné mnoziny prvki, které jsou bud’
prazdné, nebo obsahuji jeden prvek nazyvany kofren stromu (root of the tree) a
vSechny ostatni prvky jsou rozdéleny do dvou disjunktnich podmnozZin, pfi¢emz obé
tyto podmnoziny jsou téz binarni stromy a nazyvaji se levy a pravy podstrom

origindlniho stromu. Kazdy prvek stromu se oznacuje jako uzel.

Nejcastéji se pouziva grafickd interpretace stromovych struktur. Na obr. la je
znazornén bindrni strom s deviti uzly, kofen stromu je A, levy podstrom mé kofen B a
pravy C - to indikuji dvé vétve vychazejici z A. Chyb¢jici vétev indikuje prazdny
podstrom, napf. na obr. la jsou levy podstrom k C a pravy podstrom k E prazdné.
Uzly, z nichZ nevychazeji zadné vétve (na obr. 1a jsou to uzly D, G, H a I) se nazyvaji

listy.

oo ooo
D0 @

e o 0 obr. 1

Z kazdého uzlu bindrniho stromu mohou vychézet nanejvyse dvé vétve, ovsem
struktura znazornéna na obr. 1b nemize byt bindrnim stromem, protoze v definici se
mluvi o dvou disjunktnich podmnozinach. Jak uvidime pozd¢ji, tak struktura dle obr.

1b reprezentuje neorientovany graf.

Ani struktura podle obr. 1c¢ neni binarnim stromem. Jedna se o tzv. vicecestny

strom, nebot’ z uzlu A vychazeji tfi vétve.

Uroveii (hladina) uzlu binarniho stromu je definovana nasledovné. Kofenu
stromu je pfifazena uroven 0, kofenim podstromu 1, atd. Tak napt. na obr. 1a je uzel E

na urovni 2 a H na urovni 3.
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Clanek 2.1 Kap. 2 : Stromy

Casto se téz pro uzly binarniho stromu pouZivd ozna¢eni "otec", "levy syn",
"pravy syn", "bratfi", "naslednik" - "potomek", "ptfedchiidce" - "pfedek". Tak napf.
podle obr. 1a je B otec pro D i E, D je levy syn a E pravy syn B, D a E jsou bratfi. E i
G jsou pravi naslednici B, H je pravy naslednik A a levy naslednik F. Pokud to nebude
s ohledem na stru¢nost vyjadfeni nutné, tak se témto oznacenim budeme vyhybat.

Zkuste si napf. pomoci bindrniho stromu znézornit rodokmen !

VACLAY I

5 JUTA
VACLAW [I. HﬂBSBURSHD

PREMYSL
DTAHARL::> MATHAJUT{i)

Uplny binarni strom trovné »n je takovy binarni strom, jehoz vSechny uzly na

KUNHUTA
HALICSKA

RUDOLF 1.
HABSBURSKY

ohr. 2

urovni n jsou listy a kazdy uzel na trovni mens$i nez n ma neprazdny levy i pravy
podstrom. Podle této definice bindrni strom podle obr. la neni Uplny. Piikladem pro
uplné bindrni stromy mohou byt rodokmeny né&jakych osob (viz obr. 2). Takové
schéma je jisté Citelné a na prvni pohled je ziejmé, Ze napt. dédeckem Vaclava III. byl
Pfemysl Otakar I. Kdybychom vSak na tomto piikladu aplikovali dfive vysvétlena
oznaceni "syn", "néslednik", atd., dosli bychom k absurdnimu zavéru, ze napt. Ceska
krdlovna Kunhuta je pravym synem Véaclava II. Pokud tedy takovych oznaceni uzli

binarnich strom budeme pouzivat, tak pouze jako abstraktni vyjadieni relativni

polohy uzli, kterému je tieba v daném kontextu ptisoudit odpovidajici vyznam.

Déle definujme tzv. striktné binarni stromy, u kterych kazdy uzel, ktery neni
listem, mé neprdzdny levy 1 pravy podstrom. Pfikladem muze byt znazornéni vysledk
tenisového turnaje ve dvouhie (viz obr. 3a). V ptredkole se utkal Ota a Eda, zatimco

Ivo, Jan i1 Vit byli nasazeni pfimo do prvniho kola. Vitézem turnaje je Jan.

6 Véchet, V. : Stromy & grafy



Kap. 2 : Stromy Clanek 2.1

ohr. 3

Témér uplny binarni strom je striktné bindrni strom, kde pro né¢jaké nezaporné

celé k plati :
¢ vSechny listy jsou na urovni &, nebo k+1,

¢ pokud néjaky uzel binarniho stromu ma pravého naslednika na urovni A+1, tak

vSechny jeho levi néaslednici, ktefi jsou listy, jsou také na tirovni k+1.

Neni divodu, pro¢ bychom vysledky naSeho tenisového turnaje neznazornili
misto obr. 3a podle obr. 3b, ktery bude reprezentovat strukturu, oznacovanou jako
témeét uplny bindrni strom. Struktury podle obr. 4a,b reprezentuji striktné binarni
stromy, nikoliv vSak téméf tplné binarni stromy. U binarniho stromu podle obr. 4a

jsou listy na urovni 1, 2 1 3, tudiz je poruSena prvni podminka v uvedené definici.

a'_l
OG

@@5 Gi

ohr. 4

Bindrni strom podle obr. 4b prvni podminku sice splituje, ovS§em A ma pravého
naslednika, ktery je listem na urovni 3 (J), ale také levého naslednika, ktery je listem

na urovni 2 (E) a tim je porusena druhd podminka.
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Clanek 2.1 Kap. 2 : Stromy

Poznamka : N¢kdy se z definice téméf Uplnych binarnich stroml vypousti
podminka, Ze se musi jednat o striktné binarni strom. Potom bychom mohli
povazovat za téméf uplny binarni strom napf. i takovou strukturu, kterd vznikne
odebranim uzlu Eda z bindrniho stromu dle obr. 3b. Mizeme to napft. chépat i
tak, ze Eda se urazil, protoze by musel hrat v ptfedkole a k zapasu proti Otovi

odmitl nastoupit a ten pak postoupil do prvniho kola bez boje.

Spektrum pouZiti binarnich stromt je velmi Siroké. Jsou vhodné predevsim pro
reprezentaci takovych procest, v jejichz uzlovych bodech se provadi rozhodovani o
dvou moZnostech (vpravo-vlevo, ano-ne, mensi nebo rovno - vétsi apod.).

Priklad

Necht’ je ddna néjaka posloupnost celych cisel a mame urcit, kterd Cisla se v

posloupnosti vyskytuji vicekrat. Tak napt. v posloupnosti isel

10 4 8 12 4 3 8 4

Jsou to cisla 4 a 8. To lze zjistit i tak, Ze kazdé ¢islo x; pro i > 1 porovname se vSemi
predchéazejicimi Cisly (tedy x;,xy, ... , X;.1 )- To ovSem ptedpoklada velky pocet

porovnavani, ktery 1ze snizit pouzitim binarniho stromu.

Lot

obr. 5
Prvni ¢islo x| necht je kofenem binarniho stromu s prazdnym levym i pravym
podstromem. Kazdé nasledujici ¢islo x; , 7> 1, se porovna s kofenem stromu - rovnost
indikuje, ze se toto Cislo vyskytuje v posloupnosti vicekrat, je-li mensi nez koten
stromu, tak se totéz provede v levém podstromu, je-li vétsi nez kotfen stromu, tak v

pravém podstromu. Tento postup se opakuje tak dlouho, az se bud’ zjisti, Ze x; jiz v

posloupnosti je, nebo se dosdhne prazdného podstromu a pak se x; umisti do nového

8 Véchet, V. : Stromy & grafy



Kap. 2 : Stromy Clanek 2.1

uzlu misto prazdného podstromu. Pro uvedenou posloupnost je konstrukce

odpovidajiciho binarniho stromu na obr. 5.

Konec prikladu

Jinou spolecnou operaci nad bindrnim stromem je prichod binarnim
stromem. Dejme tomu, ze nad kazdym uzlem bindrniho stromu chceme provést
néjakou operaci, napt. v nejjednodussim ptipad€ indikovat obsah kazdého uzlu. Za
timto ucelem si budeme definovat tii metody priichodu. Tyto definice jsou rekursivni a
maji tii kroky : operace nad kofenem binarniho stromu, prichod levym podstromem,

prachod pravym podstromem. Jednotlivé metody se li$i pouze potadim téchto kroki :

Priuchod metodou preorder

e

ONOION0

Preorder : ABDGCEHIF Preorder : ABCEIFJDGHKL

Inorder : DGBAHEICF Inorder : EICFJBGDHKHLA

Postorder: GDBHIEFCA Postorder: |IEJFCGHKLHDBA
obr. &

¢ operace nad kofenem stromu ,
¢ prichod levym podstromem metodou preorder ,

¢ prichod pravym podstromem metodou preorder.

Véchet, V. : Stromy & grafy 9



Clanek 2.1 Kap. 2 : Stromy

Prichod metodou inorder

¢ pruchod levym podstromem metodou inorder ,
¢ operace nad kofenem stromu ,
¢ prichod pravym podstromem metodou inorder.

Prichod metodou postorder

¢ prichod levym podstromem metodou postorder ,
¢ prichod pravym podstromem metodou postorder ,
¢ operace nad kofenem stromu .

Ptiklady jsou na obr. 6, kde je téZ vyznaCeno pofadi uzli pti prichodu

binarnim stromem jednotlivymi metodami.

Jednou z oblasti aplikace binarnich stromu je i reprezentace vyrazu, které se
skladaji z operandii a binarnich operatort. Kotfen takového bindrniho stromu obsahuje
operator, ktery je tieba aplikovat na vysledky vypoctu vyrazl reprezentovanych levym
a pravym podstromem. Pfiklady jsou na obr. 7. Kazdy uzel reprezentujici operator ma
dva neprazdné podstromy, zatimco kazdy uzel reprezentujici operand ma dva prazdné

podstromy. V tomto smyslu se jedna o striktn¢ bindrni stromy.

Prichod takovymi stromy metodou preorder (postorder) generuje prefixovy
(postfixovy) zéapis vyrazu. Pochopitelné¢ uvazujeme vyssi prioritu multiplikativnich
operatort nez je priorita aditivnich operatort a pfi stejné priorité vyhodnocovani zleva

doprava.

Vsimnéme si nyni prichodu takovymi binarnimi stromy metodou inorder. Tak
napt. v ptikladé podle obr. 7a i 7b generuje takovy priichod stejny tvar : A + B * C,
coz vsak v pfipadu podle obr. 7b neni korektni zapis vyrazu (chybi zdvorky) vzhledem
k domluvené priorité operatort. TakZe na takovy ptipad lze aplikovat zminéna pravidla
jen s omezenimi (zavorky!), ale z prubehu priichodu takovym bindrnim stromem lze

korektni infixovou verzi vyrazu odvodit.

10 Véchet, V. : Stromy & grafy



Kap. 2 : Stromy Clanek 2.1

B e

& 0 & ©

a) A+B*C b{A+B)*C
Preorder : +A*BC Preorder : *+ABC
Postorder: ABCH+ Postorder : AB+C*

e

¢) A+{B-C)*(D/(E*F))

Preorder : +A*=BCD*EF
Postorder : ABC-DEF#+

OBNORONNO

d (A+B*C})/{[{A+B)™C)
Preorder : /+A"BCABC
Postorder : ABC +AB+C*

ohr. ¥

Véchet, V. : Stromy & grafy 11



Clanek 2.1 - 2.2 Kap. 2 : Stromy

Cviceni
1. Ukazte kolik ptedchidcti ma uzel binarniho stromu na rovni # a jaky je maximalni

pocet uzll binarniho stromu, které jsou na Grovni 7.

2. Dokazte, ze neprazdny striktné binarni strom, ktery méa m listd, ma celkem 2m- 1

uzla.

3. Rikame, Ze dva binarni stromy jsou podobné, kdyz jsou bud’ oba prazdné, nebo kdyz
jsou neprazdné, tak jsou podobné jejich levé i pravé podstromy. Napiste rekursivni

algoritmus, ktery urc¢i, zda dva dané binarni stromy jsou podobné.

4. Rikame, 7e dva binarni stromy jsou zrcadlové podobné, kdyz jsou bud prazdné,
nebo kdyZ jsou neprazdné, tak levy podstrom obou bindrnich stromi je zrcadlové
podobny pravému podstromu druhého binarniho stromu, tj. porovnani levého

podstromu s, s pravym podstromem s, a levého podstromu s, s pravym podstromem
s, . NapiSte algoritmus, ktery urci, zda dva dané binari stromy jsou zrcadlove

podobné.

5. Necht’ operator $ reprezentuje mocninu ( napi. 3$2 je 9 ) a ma vyssi prioritu, nez
multiplikativni operatory. Reprezentujte nasledujici vyrazy pomoci binarnich stromt a

poté je zapiste v prefixové a postfixové notaci :
ASB*C-D+E/F/(G+H)
((A+B)*C-(D-E))$(F+G)

A-B/(C*DSE)

2.2 Reprezentace binarnich stromu

Reprezentace bindrnich stromi pomoci pole bude pouzita v nasledujici
kapitole, zabyvajici se jednou z mnoha aplikaci binarnich stromi. Zatim se tedy
zabyvejme spojovou reprezentaci s dynamickou alokaci. Fyzickd interpretace

binarniho stromu podle obr. 8a je schematicky znazornéna na obr. 8b.

Prazdné stromy jsou indikovany hodnotou 0 ( NULL, nil ). UvaZujme néjaky
diive zavedeny typ TYPINFO a pouZijme typ UZEL :

12 Véchet, V. : Stromy & grafy



Kap. 2 : Stromy

A
Ak

a) @

typedef struct uzel {
TYPINFO info;

struct uzel *levy;

struct uzel *pravy;

} UZEL ;

Clének 2.2

1_

b)

ohr. 8

V mnoha piipadech lze pak vyhodné pro operace s binarnimi stromy pouzit

nasledujici funkce :
#define ERROR 1

#define SUCCESS 0

I Umisti novy uzel jako kofen binarniho stromu s prazdnym levym
i pravym podstromem */

UZEL *vytvor (TYPINFO x ) {

UZEL *u;

u = (UZEL *) malloc ( sizeof (UZEL ) );

u->info = x ; u->levy = NULL ; u->pravy = NULL ;

return (u);

r* PFidej novy list, ktery ponese informaci pfedavanou parametru x

a ktery bude levym synem uzlu, referencovaného pointerem p */

Véchet, V. : Stromy & grafy
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Clanek 2.2 Kap. 2 : Stromy

int vlozvlevo ( UZEL *p, TYPINFO x ) {
UZEL *q;
if (1p)
/* Chyba:neni "otec" */ return ( ERROR ) ;

else if ( p->levy)

/* Chyba:levy "syn" jiz ex. */return ( ERROR) ;
else {

q = vytvor (x); p->levy =q;

return (SUCCESS ) ;

/* PFidej novy list, ktery ponese informaci pfedavanou parametru x
a ktery bude pravym synem uzlu, referencovaného pointeremp */
int viozvpravo ( UZEL *p, TYPINFO x ) {
UZEL *q;
if (1p)
return (ERROR ) ;
else if ( p->pravy )
return (ERROR) ;
else {
q = vytvor (X ) ; p->pravy = q;
return (SUCCESS ) ;

Podle dtive uvedenych rekursivnich definic tii zdkladnich prichodt bindrnimi
stromy snadno zapiSeme odpovidajici rekursivni funkce. Piedpoklddame néjakou

(napt. externi) funkci operace, ktera realizuje ten krok algoritmu, ktery byl nazvan

"operace nad kofenem stromu" :

14 Véchet, V. : Stromy & grafy



Kap. 2 : Stromy Clanek 2.2

void preorder ( UZEL *strom ) {
if (strom){
operace ( strom ) ;
preorder ( strom->levy ) ;

preorder ( strom->pravy ) ;

void inorder ( UZEL *strom ) {
if (strom) {
inorder ( strom->levy ) ;
operace ( strom ) ;

inorder ( strom->pravy ) ;

void postorder ( UZEL *strom ) {
if (strom) {
postorder ( strom->levy ) ;
postorder ( strom->pravy ) ;

operace ( strom ) ;

}

Vratme se nyni k reprezentaci vyrazii s binarnimi operatory. Kazdy uzel
binarniho stromu nese informaci, jejiz hodnotou mohou byt napt. znaky A az Z pro
operandy a +, -, *, - pro operatory. Jestlize pozadujeme, aby operandy byly n¢jaké
¢iselné hodnoty, tak kazdy list takového binarniho stromu bude obsahovat Ciselnou
hodnotu, zatimco ostatni uzly specifikaci operatoru. Obecné pak, pokud uzly binarniho
stromu obsahuji informace rtizného typu, mluvime o tzv. heterogennich binarnich

stromech. Jejich implementace je vSak ponechéana na cviceni.

Véchet, V. : Stromy & grafy 15



Clanek 2.2 - 2.3 Kap. 2 : Stromy

Cviceni

1. Napiste nerekursivni verzi funkce pro prichod bindrnim stromem metodou inorder.
2. Je dan pointer bs na kofen binarniho stromu a pointer p na néjaky uzel binarniho
stromu referencované¢ho hodnotou bs. Napiste funkci (nejlépe rekursivni), kterd bude
vracet pointer na ten uzel bindrniho stromu, ktery je "bratrem" uzlu referencovaného
pointerem p. Vychazime z typt, zavedenych v textu.

3. Uvazte tfeseni piedchoziho ptikladu pro ptipad, kdy kazdy uzel binarniho stromu
bude kromé pointeru na levy a pravy podstrom obsahovat téz pointer na "otce".

4. Je dan pointer bs na kofen bindrniho stromu a pointery p a q na n&jaké uzly

bindrniho stromu. NapisSte funkci, ktera bude

@ vracet pointer na '"nejmlad$iho spole¢ného

predchtidce" uzla referencovanych p a gq. Tak

napf. podle obr. 9 je to pro uzly G a H uzel D, pro
o @ R G a E uzel B, pro J a D uzel A atd.

& W O W

ohr. 9

5. Uvazujme vyrazy s binarnimi operatory a cCislenymi operandy. Zaved'te si
odpovidajici typ(y) a napiste funkci (nejlépe rekursivni), kterd bude vracet hodnotu

takového vyrazu, reprezentovaného jako binarni strom.

2.3 Huffmanuv strom

Jako jiny ptiklad aplikace binarnich stromi uved'me tzv. Huffmanlv
algoritmus. Necht' je ddna néjaka abeceda sestavajici z n symboll a néjaky fetézec,
obsahujici symboly pouze z této abecedy. Uvazujme nyni néjaky bindrni abecedni kod,

ktery posloupnosti symbolli dané abecedy piifadi posloupnost binarnich 0 a 1.

16 Véchet, V. : Stromy & grafy



Kap. 2 : Stromy

Clének 2.3

Necht’ napt. abeceda obsahuje 4 symboly A, B, C a D a uvazujme nasledujici

3-bitovy kod : Symbol : Kod :
A
B
C
D
Pak napt. posloupnost
ABACCDA

bude zakddovana jako

010100010000000111010 .

010

100

000

111

Takové zakddovani vSak nebude efektivni, nebot’ pro kazdy symbol jsou uzity 3 bity a

tudiz zakddovani celého fetézce vyzaduje 21 bith. Uvazujme proto 2-bitovy kod :

Symbol : Kod :
A 00
B 01
C 10
D 11
Pak stejny fetézec bude zakdédovan takto :
00010010101100

Zakodovani pak vyZzaduje celkem 14 bitd. Pokusme se nyni nalézt takovy kod, aby

délka zakddovani daného fetézce symboli byla minimalni.

V nasem prikladé se symboly B a D vyskytuji v posloupnosti pouze jednou,

zatimco symbol A tfikrat. Pouzijme proto takovy kod, ktery symbolu A pfifazuje kratsi

bitovy fetézec, nez symbolim B a D. Protoze kratsi kod (reprezentujici symbol A) se

bude vyskytovat v zakdédovaném fetézci s nejveétsi frekvenci, tak délka zakoédovani

muze byt mensi. Tak napt. pro

Véchet, V. : Stromy & grafy
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Clanek 2.3 Kap. 2 : Stromy

Symbol : Kod :
A 0
B 110
C 10
D 111
bude : 0110010101110 ,

tedy délka celkem 13 bitd. Pfedpokladdme, Ze ptipadné dekdédovani budeme provadét
zleva doprava. Pak ovSem kod pro néjaky symbol nemtize tvofit pocatecni cast kodu
pro jiny symbol. Tak napi. v nasem piikladé¢, je-1i hodnota prvniho bitu 0, musi se
jednat o symbol A. V opacném piipad¢ se miize jednat o jeden ze symboli B, C, D a je
tieba vysSetfit dalsi bit. Je-1i druhy bit 0, jedna se o symbol C, jinak se miiZe jednat bud’
o B, nebo D a pak je tieba vysetfit dalsi, tieti bit. Je-li tfeti bit 0, jedna se o B, jinak o
D. Jakmile byl identifikovan prvni symbol, cely postup se opakuje od nasledujiciho

bitu vpravo.

Vytvéateni takového kodu ovSem predpokladd znalost frekvence vyskytu
jednotlivych symboli abecedy. Najdéme pak nejprve dva symboly, které se vyskytuji s
nejmensi frekvenci. V nasem ptikladé jsou to symboly B a D. Posledni bity jejich kodu
musi byt rozdilné : 0 pro B a 1 pro D. Slou¢ime tyto dva symboly do jednoho symbolu
BD, jehoz kod reprezentuje znalost, Ze symbol je bud’ B, nebo D. Frekvence vyskytu
tohoto nového symbolu je souctem frekvenci vyskytu obou symboli, ze kterych byl
vytvofen. V nasem piikladé bude frekvence vyskytu BD rovna 2. Nyni méme 3
symboly : A (frekvence 3), C (frekvence 2) a BD (frekvence 2). Znovu zvolime dva
symboly s nejmensi frekvenci, nyni tedy C a BD. Posledni bit jejich kodu musi byt
odlisny, tj. 0 pro C a 1 pro BD. Ziskdme tak novy symbol CBD s frekvenci 4 a zbyvaji
nam pouze dva symboly A a CBD a pak posledni bit kodu pro A bude 0 a pro CBD 1.
Sloucenim ziskdme symbol ACBD, ktery jiz obsahuje vS§echny symboly nasi abecedy.

Symbolu ACBD pfifazuje kod prazdny fetézec bitl, nebot’ na zacatku
dekodovani (predtim, nez byla vySetfovana hodnota bitl) je jisté, ze kazdy symbol je
obsazen v ACBD. Dva symboly, jejichz slou¢enim vznikl symbol ACBD, maji kod 0
(pro A) a 1 (pro CBD). Podobné& pak pro CBD bude kod 10 pro C a 11 pro BD. Prvni

bit pak indikuje, ze se jedna o jeden ze symbold, jejichz slouc¢enim vznikl symbol CBD
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- tedy bud’ C, nebo BD. Druhy bit pak indikuje, zda se jedna o C, nebo BD. Nakonec
pak symboliim tvoticim BD je ptitazen kod 110 (pro B) a 111 (pro D).

Praveé operace slouceni dvou symbolt do jednoho predpokladé uziti binarniho
stromu. VSechny uzly takového binarniho stromu, které nejsou listy, reprezentuji
symboly, listy reprezentuji symboly originalni abecedy. Obr. 10 ilustruje nas ptiklad.
V kazdém uzlu je uveden symbol a déle i1 frekvence vyskytu tohoto symbolu. Jiny
ptiklad je na obr. 11 - odpovidd hodnotdm uvedenym v tab. 1 ( fje frekvence vyskytu
symbolil néjaké abecedy).

ohr. 10

Binarni stromy tohoto druhu se nazyvaji Huffmanovy stromy. Jsou to striktné

binarni stromy.

Pokud je zkonstruovan takovy bindrni strom, tak Ize urcit koéd kazdého
symbolu abecedy nasledujicim zptisobem. Zacina se v listu reprezentujicim dany
symbol a postupuje se smérem ke koteni stromu. Kéd je inicializovan jako prazdny.
Pohyb po levé vétvi vyvola pfidani 0 zleva ke kodu, zatimco pohyb po pravé vétvi

znamena piidani 1 zleva ke kodu.

Ke konstrukci Huffmanova stromu a ziskani kodu je postacujici, kdyz kazdy
uzel obsahuje ukazatel na "otce", informaci, zda dany uzel je levym, nebo pravym
synem a frekvenci vyskytu symbolu reprezentovaného danym uzlem. Protoze
Huffmanovy stromy jsou striktné binarni stromy a kazdy list Huffmanova stromu

reprezentuje jeden z n symboll originalni abecedy, tak celkovy pocet uzli
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Huffmanova stromu je 2 n - 1 a mizeme zde s vyhodou pouzit implementaci takového

stromu pomoci pole.

Tab. 1
Symbol | f Kéd | Symbol f Kéd |Symbol | f Kod
A 15 111 D 12 011 G 6 1100
B 6 0101 E 25 10 H 1 01000
C 7 1101 F 4 01001 I 15 00

IHFBDEGCA, 9
IHFBD, 39 EGCA, 53
@ HFBD, EZD @ GCA, 23)
HFB, 11) GC, 13)
DECIICING
@ obr. 11

Je-1i déno zakodovani symbolli abecedy (jako posloupnost 0 a 1) a odpovidajici
Huffmantv strom, Ize snadno provést i dekodovani. Vychazejic z kotfene tohoto
stromu pokazdé, kdyz je v zakddovani 0, tak se piechazi ke kotenu levého podstromu a
pro 1 ke kofenu pravého podstromu a to tak dlouho, az se dosdhne listu a ten

reprezentuje hledany symbol.
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V priloze 1 je jedna z mnoha moznosti zapisu algoritmu pro kodovani pomoci
Huffmanova stromu. Tato verze byla zkouSena na hardwarové platformé¢ DEC s
opera¢nim systémem ULTRIX. Modifikace funkci (nebo jesté 1épe zapis vlastnich
funkci) pro feseni tohoto problému na konkrétni hardwarové platformé, véetné uprav
vstupl, je ponechano na cviceni. Poznamenejme pouze, Ze pokud je dana n¢jaka
posloupnost symboll abecedy, tak frekvenci vyskytu né€jakého symbolu jsme rozuméli
pocet opakovani tohoto symbolu v dané posloupnosti. Pokud madme na mysli obecné
néjaky text jako posloupnost znakd, tak frekvence vyskytu mohou byt jakési primérné
relativni ¢etnosti vyskytu (v %) daného symbolu ve vSech riznych variantach textu,

resp. relativni ¢etnosti ziskané analyzou dan¢ho textu.

Cviceni
1. NapisSte svoje funkce, nebo modifikujte funkce podle ptilohy 1, pro kédovani a

dekddovani textovych soubortt Huffmanovym algoritmem.

2. Upravte datové struktury a algoritmus vytvareni Huffmanova stromu tak, aby se

zrychlila operace dekodovani.

Véchet, V. : Stromy & grafy 21



Clanek 2.4 Kap. 2 : Stromy

2.4 Vicecestné stromy a lesy

Vicecestné stromy budeme v dalSim textu oznaCovat kratce jen jako stromy.
Strom je kone¢na neprazdnd mnoZina prvki, z nichz jeden se nazyva koren a ostatni
prvky jsou rozdéleny do disjuktnich podmnozin, z nichz kazdd je téz stromem.
Vsechny prvky se nazyvaji uzly stromu. Kazdy uzel mize byt kofenem stromu s
prazdnym podstromem, ¢i vice podstromy. Uzly bez podstromli se nazyvaji listy.
Pojmy "otec", "syn", "pfedchiidce", "naslednik" a "troven uzlu" budeme pouzivat ve

stejném smyslu, jako u bindrnich stromt. Dva uzly, které maji spole¢ného "otce", se

nazyvaji "bratfi". Stupen uzlu je pak definovan jako pocet jeho "synu".

T

Tak napt. dle obr. 12 uzel A ma stupein 3, D stupen 1, C stupen 0 atd.

ohr. 12

Porovnejme nyni stromy na obr. 12a a 12b. V obou ptipadech je A kofenem stromu se
3 podstromy, z nichz C je listem, dalsi s kofenem D a jednim podstromem a tfeti s
kotenem B a 3 podstromy atd. Z hlediska definice stromu se tedy jedna o stejné
stromy. Li$i se vSak uspotfadanim podstromi (v ptipad€ binarnich stromt je uspotradani
vyjadieno terminy levy a pravy podstrom). Definujme proto usporadany strom jako
takovy strom, u kterého podstromy vSech uzlG tvofi uspofddanou mnozinu. U
uspotfadanych stroml pak mizeme mluvit o prvnim, druhém, az poslednim "synovi"
n¢jakého uzlu, z nichz prvni byvad oznacovan jako nejstar$i syn a posledni jako
nejmladsi syn. Tak napt. na obr 12a je D nejmladSim synem A, zatimco na obr. 12b
je D nejstarSim synem A. Tudiz dle obr. 12a a 12b se jedna o dva rtizné usporadané
stromy, které jsou ekvivalentni pouze jako neuspotadané stromy. V dal§im textu

budeme uzivat pojmu strom pro oznaceni uspotradanych stromti.
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Definujme jest¢ tzv. les (forest) jako uspotadanou mnozinu uspotfadanych

stromtll. Pak m4 také smysl mluvit o prvnim, ¢i poslednim stromu v lese apod.

Poznamka : Pochopitelné, Ze kazdy neprazdny binarni strom je také stromem.
Naopak to vSak neplati. Rovnéz strom, jehoz vSechny uzly maji nanejvyse dva
syny, nemusi byt nutn¢ binarni., protoze kdyz néjaky uzel ma pouze jednoho
syna, nemusi byt tento nutné¢ oznacen jako levy nebo pravy syn, zatimco pro
binarni stromy je takové oznaeni nutné. Mizeme vSak fici, ze kazdy neprazdny
binarni strom je zaroveil stromem, jehoz vSechny uzly maji dva podstromy

oznacované jako levy a pravy podstrom.

al |
RO

1_
1_
1_

m
n
=
g
n
a

=

=

@ l l l

ohr. 13

Strom lze samoziejm¢ implementovat pomoci pole. OvSem na rozdil od
binarnich stromt, kde kazdy uzel nesl jistou informaci a dale obsahoval dva ukazatele
(na pravého a levého syna), tak zde pocet synil neni teoreticky omezen. Proto budeme
vyuzivat spojovou reprezentaci s dynamickou alokaci (viz dva ptiklady na obr. 13).

Jde tedy o vytvareni linedrnich seznaml synt se spolecnym otcem. Vychéazime-li z
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diive zavedeného typu TYPINFO pro informaci obsazenou v uzlu stromu, tak miizeme
pouzit napf. typu UZEL :
typedef struct uzel {
TYPINFO info; * Informace obsaZena v uzlu */
struct uzel *nsyn, *bratr ; /* Pointer na "nejstarSiho syna" a na "bratra" */
} UZEL ;

Ptisud'me nyni pointeru nsyn vyznam ukazatele na levy podstrom bindrniho
stromu a pointeru bratr vyznam ukazatele na pravy podstrom binarniho stromu. Pak se

ovSem jednd o reprezentaci stromu (vicecestnych a uspofadanych) pomoci binarnich

stromid. Tak napf. pro stromy dle obr. 13a a 13b lze odpovidajici binarni stromy
ilustrovat obr. 14a a 14b.
a)

2
) @ © @
OO

&

obr. 14 @

Jestlize pointeru bratr v kofeni stromu pfisoudime vyznam ukazatele na dalsi

O

strom lesu, tak mizeme pomoci binarnich stromu reprezentovat cely les. Jeden takovy
piiklad je na obr. 15, kde pro les sestavajici ze tii stroml je nakreslen odpovidajici

binarni strom.

Metody prichodu lesem mohou byt definovany pomoci priachodi
odpovidajicim bindrnim stromem metodou preorder, inorder a postorder. Lze je téz

definovat pfimo takto:
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; o
)

®®/® ONC

o

—

LES : korfen 1. stromu je A,
koren 2. stromu je |,

kofen 3. stromu je N

{
@Q@G{Z\@)

ohr. 15

%
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Priuchod metodou preorder

¢ operace nad kofenem prvniho stromu v lese ,

¢ prichod lesem tvofenym podstromy prvniho stromu (pokud takové existuji)

metodou preorder ,
¢ prichod zbyvajicimi stromy lesa (pokud néjaké existuji) metodou preorder .

Prichod metodou inorder

¢ pruchod lesem tvofenym podstromy prvniho stromu (pokud takové existuji)

metodou inorder ,
¢ operace nad kofenem prvniho stromu v lese ,
¢ prichod zbyvajicimi stromy lesa (pokud néjaké existuji) metodou inorder .

Prichod metodou postorder

¢ prichod lesem tvofenym podstromy prvniho stromu (pokud takové existuji)

metodou postorder ,
¢ pruchod zbyvajicimi stromy v lese (pokud néjaké existuji) metodou postorder ,
¢ operace nad kofenem prvniho stromu v lese .

Podobné jako byly dfive uzity binarni stromy pro reprezentaci bindrnich vyrazi
(tj.vyrazl, které se skladaji z operandil a binarnich operatortt), tak lze uzit stromi pro
reprezentaci obecnych vyrazii. Dva takové ptiklady jsou znadzornény na obr. 16.
Symbol "&" zde reprezentuje unarni minus, zatimco symbol "-" reprezentuje bindrni
operator odecitani. Zapis napt. f( C, D, E ) je aplikaci operatoru f na operandy C, D a
E. VSimnéte si nyni, Ze prichod takovymi stromy metodou preorder generuje
prefixovy zapis vyrazu, zatimco prichod metodou inorder generuje postfixovy
zapis vyrazu !! Tak napt. v pfiklad¢ podle obr. 16a bude metoda preorder generovat
+&A*BfCDE, tedy prefixovy vyraz, ovS§em metoda inorder generuje A&B*CDEf+.
Tuto zdanlivou nesrovnalost 1ze ozfejmit transformaci, vyvolanou reprezentaci stromt

pomoci binarnich stromd.

Pro blizsi vysvétleni uvazujme ptiklad dle obr. 17. Jestlize stromy na obr. 17a,
b chapeme jako binarni stromy, tak prichody metodami preorder, inorder a postorder
generuji posloupnosti uvedené na tomto obrazku. VSimnéme si shody u metody

preorder. JestliZze v8ak chapeme obr. 17 jako vicecestny, uspofadany strom, tak na obr.
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_A+B* f[C D, E)

o

g(X.Y,Z) + (A*h(V-W)+B)
b)
obr. 16 @

17b je odpovidajici binarni strom a metody prichodu preorder, inorder a postorder
stromem dle obr. 17b vypadaji tak, jak jsou na obr. 17b zapsany. Priichod stromem dle
obr. 17b metodou inorder pak generuje postfixovy zapis bindrniho vyrazu
reprezentovaného timto stromem.

Uvazujme nyni, ze je tieba vyhodnotit néjaky vyraz, jehoz vSechny operandy
jsou ciselné hodnoty. Uzel pak mize obsahovat informaci dvojiho druhu. Bud’ je to

¢iselna hodnota (jako operand), nebo znak (jako operator). Pouzijeme typy :

typedef enum {

OPERATOR, OPERAND

} TYPINFO ;
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@@ ®\
@ ©

al Preorder : +*AB+*CDE h) +*AB+*CDE
Inorder : A"B+CD-+E AB*CD*E++ o @
Postorder : AB*CD™E++ BADCE*+*+ o
obr. 17

typedef union {

char operator;

double operand ;
}TYP;
typedef struct uzel {

TYPINFO info ;

TYP typ;

struct uzel *nsyn, *bratr ;

} UZEL ;

Dale pouzijeme funkci
double aplikuj (UZEL *p);

které se predd pointer na kofen stromu reprezentujici vyraz s jednim operatorem a
operandy a funkce nam vrati vysledek aplikace tohoto operdtoru na operandy. Aby
mohla byt tato funkce pouzita, tak argument ptedavany p musi referencovat kofen
stromu, obsahujici operator a vSechny jeho podstromy musi byt nahrazeny uzly
reprezentujicimi ¢iselny vysledek vypocétu v podstromech. Takze tak, jak je vyraz
vyhodnocovén, musi se uvolnovat vSechny uzly stromu reprezentujici operandy a uzly

reprezentujici operatory jsou postupné konvertovany na uzly reprezentujici operandy.
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Tyto postupné nahrady provadi rekursivni funkce nahrada, které se pfedava pointer na

koten stromu, reprezentujiciho cely vyraz :
void nahrada (UZEL *p ) {
UZEL *q, *r ;

double hodnota ;

if ( p->info == OPERATOR) {
g = p->nsyn ;
/* Nahrad vSechny podstromy operandy */
while (q){
nahrada (q); q = g->bratr ;
}
/* Aplikace operatoru v kotfeni na operandy v podstromu */
hodnota = aplikuj (p ) ;
/* Nahrada operatoru vysledkem */
p->info = OPERAND ; p->typ.operand = hodnota ;
/* Uvolni vSechny podstromy */
g = p->nsyn ; p->nsyn = NULL ;
while (q) {

r=q;q=gqg->bratr; free (q);

Funkci pro vyhodnoceni vyrazu pak miizeme zapsat napt. nasledovné :

double hodvyrazu (UZEL *p) {

double h;

nahrada (p);
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h = p->typ.operand ;
free (p);

return (h);

}

Poznamenejme, ze vyhodnocovanim vyrazu dochazi k destrukci stromu !

Cviceni

1. Napiste funkci viozsyny (vloz syny) , které se predava pointer p na néjaky uzel
stromu a dale pointer na linearni seznam propojeny cleny bratr. Pokud uzel
referencovany p dosud nema zaddného syna, vlozi funkce uzly seznamu jako syny uzlu

stromu, referencovaného hodnotou p.

2. Napiste funkci pripojsyna, které se pteda pointer p na n¢jaky uzel stromu a informace
typu TYPINFO. Funkce vlozi novy uzel do stromu, pfi¢emz tento uzel ponese predanou

informaci a bude nejmlad$im synem uzlu, referencovaného hodnotou p.

3. Podle zvolenych operatorii zapiSte funkci aplikuj a pouZzijte ji pro vyhodnocovani
vyrazii s ¢iselnymi operandy. Poté modifikujte v textu funkce pro vyhodnocovani

takovych vyrazi tak, aby nedochazelo k destrukci stromu.

2.5 Pouziti stromi pro strategické hry

Jinou vyznamnou oblasti pouziti stromtl jsou tzv. strategické hry (odtud n¢kdy
pouzivané oznaceni hraci stromy, stromy stavi apod.). [lustrujme tuto problematiku
na velmi jednoduché hie na ctvercové hraci desce, rozdélené do deviti poli a na které
stiidavé dva hraci pokladaji své kameny s cilem obsadit svymi kameny cely tadek,
sloupec, nebo diagonalu hraci desky. Kterému hraci se to podati dfive, ten vyhrava. V

literatufe se tato hra nazyva tic-tac-toe, u nas je znama i jako "piskvorky".
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Necht je déna néjaka aktualni situace na hraci desce jako vysledek
predchézejicich 6-ti tahl, kterd je reprezentovana kotfenem stromu dle obr. 18. Uzly
takového stromu reprezentuji n¢jaké aktudlni situace na hraci desce, které mohou
nastat po nékterém z dalSich tahd, pficemz pfipustné tahy jsou vyjadieny vétvemi
takového stromu. Dand aktualni situace odpovida 0-t€ Grovni stromu, uzly na 1. Girovni
odpovidaji situacim vzniklym po tahu v nasem piiklad¢ "bilého" (a rovnéz tak vSechny
dalsi uzly na liché urovni), zatimco uzly na 2. Girovni (a ev. na kazd¢ dalsi sudé urovni)
situaci po tahu "Cern¢ho". Terminalové uzly reprezentuji situace, kdy hra konéi
vitézstvim, pordzkou, nebo remisou (v naSem piikladé jsou to vSechny listy stromu dle
obr. 18). Nyni je tfeba vybrat pro aktudlni situaci na hraci desce nejlepsi tah pro hrace,
ktery je v této aktualni situaci na tahu (v nasem priklad¢ "bily"), tzn. vybrat néjaky z
uzlG na 1. Grovni. Za tim ucelem pouzijeme tzv. metodu minimax, jejiz princip je
ziejmy z obr. 18. Kazdému terminalovému uzlu pfifadime napf. hodnotu +1, kdyz

reprezentuje vitézstvi "bilého", 0 pro remisu a -1 pro porazku. VSem neterminalovym
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uzliim na 2. Grovni pfifadime hodnoty, které¢ jsou maximem hodnot jejich synii, vSem
uzlim na 1. Grovni pfifadime hodnoty, které jsou minimem hodnot jejich synti a na 1.
urovni vybereme uzel s maximalni hodnotou. Nejlepsi tah pro "bilého" reprezentuje
nejstarsi syn kofenu - pokud jej "bily" ucini, nemize prohrat. Pokud by "bily" vybral
jiny tah, mohl by dosdhnout remis, nebo dokonce i vyhrat, ovSem to za predpokladu,

ze odpovéd’ "Cerného" by byla velmi stupidni.

V praktickych ptipadech strategickych her vSak hraci stromy maji daleko vice
rozvétveni, nez v uvedeném piikladu. Tak napt. u Sachit mtize byt pocet moznych tahti

30. To znamend, ze kdyz budeme chtit provést prognézu na 4 tahy dopiedu, museli

bychom provést analyzu 304 =8.1%* 105 uzli.

Proto se dfive vysvétlend metoda minimax pouziva v oslabené forme :
¢ analyza nemusi zacinat v terminalovém uzlu,
¢ "malo perspektivni uzly" se neuvazuyji.

V termindlovém uzlu je vysledek hry znamy, ovSem v neterminalovém uzlu Ize
ziskat pouze jeho piiblizné hodnoceni. Tak napt. u Sacht by takové hodnoceni situace
v netermindlovém uzlu mohlo byt provedeno na zdkladé¢ poc¢tu a hodnoty figur,
schopnosti kontrolovat stied Sachovnice, relativni manévrovaci schopnosti figur apod.
Pro hodnoceni situace v neterminalovém uzlu pouzijeme funkci, kterd vraci néjakou
¢iselnou hodnotu. Tato vracena hodnota reprezentuje, jak vyhodna se jevi situace v
neterminalovém uzlu z hlediska jednoho z hracd, pti vitézné situaci vraci funkce
nejvetsi moznou hodnotu, pii situaci, kterd znamenda pordzku, vrati funkce nejmensi
moznou hodnotu. Vybér takové funkce ma principialni vyznam. Rozeberme tuto

skute¢nost na jednoduchém ptikladu hry tic-tac-toe.

U této hry by takova funkce mohla vracet pocet fadki, sloupct a diagonal,
které zlstavaji oteviené pro hrace, minus pocet fadki, sloupcti a diagonal, které
zustavaji oteviené pro protihrace. Pii situaci reprezentujici vitézstvi hrace necht’ tato
funkce vraci 9, a pii situaci reprezentujici vitézstvi protihrace necht’ tato funkce vraci
hodnotu -9. V situaci podle obr. 19 je toto hodnoceni napsano u kazdého z uzlt na 1.
urovni. Vidime, Ze prvni 4 situace jsou z hlediska takového hodnoceni rovnocenné.
Ovsem ve 4. situaci nenalezne "Cerny" jiz zadny tah, ktery by mohl zabranit vitézstvi
"bilého" v jeho nésledujicim tahu, zatimco v prvnich tfech situacich miize dosahnout

cvwr "y

cerny"
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odpovéd’, ktera by mohla zabranit "bilému" ve vitézstvi. Rekneme viak, Ze prognoza
byla u¢inéna do nedostatecné hloubky (v nasem piiklad¢ do hloubky 1, tzn. na 1 tah
doptedu). Kdybychom udé¢lali takovou prognézu do hloubky 3, bude situace ziejma (to

je ponechéano na Ctenafi).

Na obr. 20 je schematicky zndzornéna prognéza do hloubky 2 pfi zahjeni hry.
Vsimnéme si, Ze na 1. Grovni byly z deviti moznych vybrany pouze 3 uzly. To proto,
ze z divodt symetrie zbylych 6 uzli nereprezentuje kvalitativné nové situace.
Podobné je tomu téZ na 2. urovni. Aplikaci metody minimax na strom podle obr. 20

obdrzime nejlepsi tah tak, jak je to vyznac¢eno na tomto obrazku.

Pocet analyzovanych uzld hraciho stromu Ize zmensit pouzitim tzv. alfa-beta

algoritmu (metoda alfa-beta minimax), jehoz princip je nasledujici :

1. Necht’ A je néjaky uzel na takové urovni hraciho stromu, ve které se provadi
minimalizace ¢iselnych hodnoceni pfislusejicich uzlim na této Grovni a necht’ B je

otec A. Pokud ¢iselné hodnoceni v takovém uzlu A je mensi nebo rovno parametru

alfa v uzlu B, nebudou se déle sledovat vSechny podstromy, jejichz kofeny by byly
mlad$imi bratry A. Pfitom alfa je nejvétsi z Ciselnych hodnoceni, pftislusejicich

starSim bratrim uzlu B.

2. Necht' C je néjaky uzel na takové trovni hraciho stromu, ve které se provadi
maximalizace ¢iselnych hodnoceni piislusejicich uzliim na této tirovni a necht’ D je
otec C. Pokud ¢iselné hodnoceni v takovém uzlu C je vétsi nebo rovno parametru beta
v uzlu D, nebudou se déle sledovat vSechny podstromy, jejichz kofeny by byly
mladS$imi bratry C. Pfitom beta je nejmensi z c¢iselnych hodnoceni pfislusejicich

starSim bratram D.

Véchet, V. : Stromy & grafy 33



Kap. 2 : Stromy

Clanek 2.5

0Z iqo

80

00

yey 1gdajloN

Q uaaoin

L Uaaodn

Z UsAoln

Véchet, V. : Stromy & grafy

34



Kap. 2 : Stromy Clanek 2.5

Hloubka prognozy pti aplikaci alfa - beta algoritmu bude vzdy vétsi nez 1.

Pro implementaci uvedené¢ho algoritmu v symbolickém jazyku si musime
nejprve zvolit vhodné typy podle toho, pro jakou strategickou hru je algoritmus pouzit.
Tak napft. pro jednoduchou hru tic-tac-toe miizeme zavést nasledujici typy :

typedef enum {

/* Pole hraci desky mUze byt obsazeno bilym, nebo ¢ernym kamenem, nebo mulze

byt volné */
BILY, CERNY, VOLNE
} POLE ;
typedef struct uzel {
POLE deska[3][3] ; /* Hraci deska pro tic-tac-toe */
POLE hrac; /* Hrac hrajici bilymi, nebo ¢ernymi kameny */
struct uzel *nsyn, *bratr ; /* Pointer na "nejstar$iho syna" a na "bratra" */
} UZEL ;

Tyto definice jsou obsahem souboru alfabeta.h, na ktery se uvedena
implementace odvolava. Jedno z moznych feSeni (vyuzivajici piimé rekurse) je
uvedeno v piiloze 2, kde jednotlivé kroky jsou popsany piimo ve zdrojovém textu.
Funkci uvedenou prototypem

extern int hodnoceni ( UZEL *p, POLE h);

si doplni uzivatel podle toho pro jakou strategickou hru algoritmus pouzije.

Funkce
extern UZEL *gensez ( UZEL *p ) ;

generuje linearni seznam prvka, které reprezentuji situace odvozené z aktualni situace
na hraci desce ( parametr p ) a vraci ukazatel na tento seznam. Tak napf. v situaci
podle obr. 21a ma tato funkce efekt zndzornény obr. 21b (samoziejmé, pokud bereme
v uvahu symetricka feseni - jinak by takovych prvki v seznamu bylo 8). VSimnéte si
téz funkce uvedené v piiloze 2, kde je pouzito pro vyhodnocovani nasledujiciho
obratu. Je-li min (x,y)minimumz x a y a max (x, y) maximumz x a y, tak

min (x,y)=-max(-x,-y).
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P, O CERNY
a)
gensez . .
—™ O BILY 0 | M O BILY 0 0
b)
obr. 21
Cviceni

1. Hra "zépalky" se hraje nasledovné. Na hraci desce lezi n zéapalek, které hraci
sttidavé odebiraji. Pfitom v kazdém tahu se musi odebrat k zapalek ,1 <k<m, pfiCemz
m je celé a m << n. Prohraje ten hra¢, ktery odebere posledni zapalku(y). Napiste pro
tuto hru svoje funkce gensez a hodnoceni a s pouzitim funkce v ptiloze 2 (kterou si
muzete samoziejmé& vytvofit sami, nebo podle svych potieb modifikovat) feSte tuto
hru. Pro mensi hodnoty 7 1ze hraci strom rozvétvit az k terminalovym uzlim a pak obé
funkce jsou velmi jednoduché. Hraci deska je v tomto piipadé¢ reprezentovana ¢lenem

struktury UZEL celociselného typu, napt. unsigned int deska .

2. Zapiste svoje funkce gensez a hodnoceni pro hru tic-tac-toe a pouZijte je pro feSeni

této hry.

3. Modifikujte funkci gensez pro nova pravidla této hry, podle kterych neni hracim

dovoleno obsazovat zahajovacim tahem stiedové pole hraci desky.
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3. GRAFY

3.1 Uvod ke grafiim

Graf se sklada z mnoziny uzli (vrcholl) a mnoziny hran (spojnic). Kazda
hrana grafu je specifikovana dvojici uzli. V grafu podle obr. 22a je mnozina uzli
{A,B,C, D.E,F,G,H} a mnoZzina hran je {(A,B), (A,C), (A,D), (B,D), (C,D), (C,F),

(E,G), (A,A)}. Jedna se o tzv. neorientovany graf, na rozdil od orientovanych grafi

06
o ©
o

()
()

=]

ohr. 22

(angl. directed graph, digraph), kde je explicitné¢ stanoveny smér vztahii a graficky
znazornény Sipkou. Na obr. 22b je orientovany graf, kde mnozina hran je { <A,B>,
<A,C>, <A,D>, <B,D>, <C,D>, <C,F>, <E,G>, <A,A> }. Dvojice uzll je v lomenych
zavorkach, které indikuji, Ze tato dvojice je usporfadand. Dale se omezime na

orientované grafy (digrafy).

Véchet, V. : Stromy & grafy 37



Clanek 3.1 Kap. 3 : Grafy

Poznamka : Kazdy strom je téz grafem, ovSem naopak to neplati - ne kazdy graf

je stromem. Ne vSem uzlim musi ptisluset néjaka hrana (viz uzel H na obr. 22).

Vstupni stupeii uzlu je pocet hran vstupujicich do daného uzlu - tento uzel je
koneénym uzlem hrany, kterd je vzhledem k tomuto uzlu vstupni hranou.
Analogicky vystupni stupen uzlu je pocet vystupnich hran tohoto, vzhledem k témto
hrandm pocateéniho uzlu. Vstupni a vystupni stupné¢ dohromady se oznacuji jako
stupné uzlu. Tak napt. uzel A dle obr. 22b ma 1 vstupni a 4 vystupni stupné, celkem

tedy 5 stupnd. Uzel n je prilehly (adjacent) k uzlu m, pokud je na hrané z m do n.

obr. 23

Relace R na mnozin€ A je mnozina uspotfadanych dvojic prvka z A. Kdyz
<x,)> je ¢len relace R, tak fikdme, ze x je vztazeno k y v R. Napt. pro 4 = { 3, 5, 6, 8,
10, 17 } je R = { <3,10>, <5,6>, <5,8>, <6,17>, <§,17>, <10,17> } relaci na 4. Tato
relace miiZze byt popsana tak, Ze x je mensi nez y a soucasné zbytek po celociselném
déleni y/x je lichy. Tato relace mize byt ilustrovana digrafem podle obr. 23a.
Ptitadime-li kazdé¢ hrané Ccislo, které je zbytkem po celoCiselném déleni cisel v
pocateénim a kone¢ném uzlu této hrany, tak dostaneme graf dle obr. 23b. Cisla
pfifazend hrandm se nazyvaji vahy a grafy se pak obvykle nazyvaji sitémi

(ohodnocenymi grafy).
Definujme nyni primitvni operace nad grafy :

l1.join (a,b) - pfidani hrany, jejiz pocatecni uzel je a a kone¢ny b, pokud takova

hrana dosud neexistuje,
join (a, b, x)- pfidani hrany s vahou x, jejiz poc¢atecni uzel je a a konecny b.

2.remv (a,b ), resp remvwt (a, b, X ) - odebrani (remove) hrany s poc¢atecnim uzlem

a a konecnym b, pokud ovSem takova hrana existuje (resp. s vdhou x u remvwt).
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3.adjacent(a,b) - predikat, ktery vraci true (hodnotu riiznou od 0), kdyz uzel a je

pocatecnim a b konecnym uzlem néjaké hrany (Iépe b ptiléha k a). Jinak vraci hodnotu

false (0).

obr. 24

Cesta délky k od uzlu a do uzlu b je definovana jako posloupnost k+1 uzli
N1, 12y e, M1 takovych, ze ny=a, ngp = b a adjacent ( n; , nip ) je true proi =1,
2, ..., k. Cesta od n&jakého uzlu do toho samého uzlu se nazyva cyklus. Grafy
obsahujici cyklus se nazyvaji cyklické, v opacném ptipadé acyklické. Uvazujme napf.
graf dle obr. 24. Zde existuje jedna cesta délky 1 od A do C, dvé cesty délky délky 2
od B do G a jedna cesta délky 3 od A do F. Ale od B k C neexistuje cesta. Z obr. 24
jsou patrné i cykly napt. od F do F, od H do H atd.

Jako jednoduchy piiklad uved’'me rekursivni algoritmus pro nalezeni cesty
délky k od uzlu a do uzlu b. Je-li k =1 tak vysledek vraci ptimo funkce adjacent (a,b).
Jinak budeme hledat cestu délky k£ - 1 od néjakého uzlu ¢ do b, pokud adjacent (a,c)
vraci true. V jazyku C mizeme zapsat odpovidajici funkci napt. takto (pro

zjednoduseni jsou uzly ocislovany, n uzli oznacenych 0, 1, ...., n-1) :

int pocet uzlu ;

int cesta (intk,inta,intb) {
intc,p=0;
if (k==1) return (adjacent(a,b));
for (c=0;c<pocet uzlu && Ip; c++)

if (adjacent(a,c) ) p = cesta( k-1,¢,b) ;
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return (p);

}

Takovy algoritmus ma vSak fadu nedostatkti. Pfedevsim rekursivni proces
vyzaduje mnoho ¢asu na proSetieni cest. Kromé toho takovy algoritmus podava pouze
zpravu, zda hledana cesta existuje, ¢i nikoliv, neprodukuje tuto cestu jako takovou. V
pripad¢ existence takové cesty je uzite¢né znat i odpovidajici hrany grafu, po kterych

se cesta realizuje.

Predpokladejme nyni, ze digraf neni ohodnoceny a uzlim grafu neni pfifazena
z4ddna informace. Takovy digraf Ize uplné popsat matici priléhavosti (sousednosti,
adjacence) P typu (n,n), jejiz prvky Pj; udavaji, zda uzel j ptiléha k uzlu i ¢i nikoliv (n
je pocet uzll). Jestlize tedy existuje hrana od uzlu i do uzlu j, tak P = 1 (true), v
opacném ptipadé 0 (false). Uvazujme nyni vyraz

Pu A Py . (1)

Hodnota tohoto vyrazu (logicky soucin) je 1 (true) tehdy a jen tehdy, kdyz Pix
a Py maji soucasné hodnotu 1 (frue) - jinymi slovy, kdyZz v grafu existuje cesta délky 2
od uzlu i do uzlu ptes uzel k. Nyni uvazujme vyraz

(PuAP; ) V (PuAPy) Voo, V (PnAPy) . (2)

Symbol V znaéi logicky soucet a hodnota tohoto vyrazu je 1 (true) tehdy a jen
tehdy, kdyz v grafu existuje né¢jaka cesta délky 2 od uzlu i do uzlu j. Uvazujme nyni
n&jakou matici P, jejiz prvky ,P; jsou dany vyrazem (2). Tato matice se nazyva
matice cest délky 2 a jeji prvky indikuji, zda v grafu existuje cesta délky 2 mezi dvéma
uzly. Tato matice je tedy logickym souc¢inem PeP (symbol e znamend tedy logicky
soucin matic P - v logickém soucinu jsou aritmetické operace nahrazeny logickymi,
s¢itani logickym souétem, néasobeni logickym soucinem). Analogicky matice cest

délky 3 bude
3P = Pe,P (3)

a jeji prvky indikuji, zda v grafu existuje cesta délky 3 od i do j, ¢i nikoliv. Obecné

matice cest délky & bude
P =Pe,P . (4)
Ptiklad je na obr. 25.

Uvazujme nyni vyraz
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P V 2P V 3P . (5)

Jeho hodnota bude 1 (#rue), pokud v grafu existuje cesta délky 3 nebo kratsi

od uzlu i do uzlu j. Vytvofme nyni matici S, jejiz prvky S;; budou mit hodnotu 1 (true)

Pla B C D E P 1A B C D E
Al o o0 1 1 0 A 00 0 1 1
B 00 1 0 0 B 00 0 1 1
cl oo o 1 1 cl oo o 1 1
D 00 0 0 1 D 00 0 1 0
E 00 0 1 0 E 0 0 0 0 1
P | A B C D E |l A B C D E
Al oo o 1 1 Al o o 0 1 1
B 00 0 1 1 B 00 0 1 1
cl oo o 1 1 cl oo o 1 1
D 00 0 0 1 D 00 0 1 0
E 00 0 1 0 E 00 0 0 1

Transitivni UZAvEr P ee—l

= = T -~ . -
[—]
=
-
-
-

M
[—]
[—]
=
—
-

obr. 25
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tehdy a jen tehdy, kdyz v grafu existuje néjaké cesta od uzlu i do uzlu j (cesta n¢jaké

délky). Pokud graf ma n uzld, tak
Sij = Pij \Y% 2Pij Vo, \Y% nPij . (6)

Existuje-li totiz v grafu cesta délky m > n od i do j, musi existovat cesta od i
do j délky krat$i nebo rovné n. Jisté, pokud graf obsahuje pouze n uzli a cesta je délky
m > n, tak musi prochéazet vicekrat né¢jakym uzlem £ - staci tedy odebrat z grafu cykly.

Matice S se Casto oznacuje jako transitivni uzavér matice P - viz piiklad na obr. 25.

Pro vypocet transitivniho uzavéru se pouziva tzv. Warshalliv algoritmus.
Definujme matici 1§ takovou, ze S;j = 1 (true) tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje cesta
od i do j, neprochazejici zadnym uzlem s Cislem vétSim nez k (pochopitelné s
vyjimkou i a j). Pokusme se nyni odvodit +S;; z matice S. Pokud «S;; = 1, tak zfejmé
k+15i = 1. Pokud ovSem S;; =0, tak +1S;; miize byt 1, jen pokud existuje cesta od i
do k+1 prochazejici dale pouze uzly 1 aZ k a podobné cesta od k+1 doj. Tedy «+1S;; =
1 tehdy a jen tehdy, kdyz je splnéna jedna z podminek :

Wi =1, (7)
Wi kil =1 A (Sierj =1 . (8)

Oznacdime ¢S = P (piimé cesty od i do j) a dle vyse uvedené¢ho budeme S

pocitat z k.48, ovSem misto (pseudo)piikazu
for (1=0; i<n; i++ ) for (j=0; j<n; j++)
WSHIG] = kaSHIGT || kaS[illk] && 1iS[K][j]
pouzijeme efektivnéjsi ve tvaru
K = k1S
for (1=0; i<n; i++)
if ( x1S[il[k] ) for (j=0; j<n; j++ ) S[i][j] = iS[IG] || k1SIK][]

Pak funkci pro vypocet transitivniho uzavéru lze zapsat i takto :

int *prileha, /* Matice pfiléhavosti P */
*tran_uzaver ; [* Transitivni uzavér S */
int n; /* Pocet uzlti */
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void transuzaver (void ) {

inti, j, k;

tran_uzaver=(int *)malloc(n*n*sizeof(int));
for (i=0; i<n; i++ ) for (j=0; j<n; j++)
tran_uzaver[i*n+j] = prileha[i*n+j] ;
for ( k=0; k<n; k++ ) for (i=0; i<n; i++)
if (tran_uzaver[i*n+k] ) for (j=0; j<n; j++)

tran_uzaver[i*n+j] = tran_uzaver|i*n+j] || tran_uzaver[k*n+j] ;

Cviceni
1. Namnozine 4 = {2,3,4,5,6,7,8 } je definovana relace R tak, ze x je vztazeno k

v v R, kdyz zbytek po celoCiselném déleni x/y je roven 2. Zobrazte R digrafem.

2. Napiste funkci v jazyku C, ktera pro graf dany matici ptiléhavosti a pro dva dané

uzly u; a up urci, zda v grafu existuje néjaka cesta od uzlu u; do uzlu u,.
3. Napiste funkce, které pro graf dany matici ptiléhavosti a pro dva dané uzly u; a u»
urci :

a) pocet cest dané délky & od uzlu u; do uzlu u, ,

b) celkovy pocet cest od uzlu u; do uzlu u; .

4. Pro acyklické grafy lze uzly ptecislovat tak, Ze odpovidajici matice pfiléhavosti
bude spodni trojihelnikova matice. Napiste funkci, kterd pro danou matici ptiléhavosti
vrati novou matici priléhavosti jako spodni trojihelnikovou matici (pokud je to mozné)

s precislovanim uzlt.

5. Pravdépodobnostné orientovany digraf je takovy graf, kde kazdé hran¢ je
prifazena pravdépodobnost tak, ze soucet vSech pravdépodobnosti pfisouzenych vsem

hranam vychazejicim z jednoho a téhoz uzlu je roven 1.

Uvazujme tedy pravdépodobnostni digraf, ktery reprezentuje "tunelovy systém".
Dale uvazujme, Ze tento digraf je acyklicky a Ze osoba nachazejici se v né¢jakém uzlu

tohoto systému tunelt si s danou pravdépodobnosti voli hranu pro pohyb k jinému
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uzlu. Napiste funkci pro urceni pravdépodobnosti, ze osoba projde kazdym uzlem

grafu. Zvazte, co se stane, kdyz graf je cyklicky.
Navod

Predpokladame, ze acyklicky graf obsahuje n uzll a osoba se nachazi v
uzlu i. Pokud pii pohybu ma projit vSemi uzly acyklického grafu, musi vykonat

cestu (pokud takova existuje)

tedy cestu délky n - 1, na které se zadny z uzli nemlze vyskytovat vice nez

jednou. Takova cesta v acyklickém grafu mize byt jen jedna.

(D) :

abr. 26

Necht W je matice pravdépodobnosti, jejiz prvky W; udavaji
pravdépodobnost, ze osoba nachdzejici se v uzlu i se bude pohybovat do uzlu ;.

Plati ;

Pritom Wi« vlastné udava pravdépodobnost, Ze osoba nachézejici se v
uzlu i vykona pti pohybu cestu délky 1. Uvazujme dale ;W =W W, ...............
1 W = p2W W ahledana pravdépodobnost bude

n
Z n—lVVik b resp. O .
k=1

To miize platit i v pfipad¢, kdy graf je cyklicky (viz obr. 26a), ale také

nemusi (viz obr. 26b) !!
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3.2 Aplikace grafi - tok siti

Uvazujme vodovodni sit’ schematicky reprezentovanou grafem dle obr. 27. V
tomto ohodnoceném grafu kazda hrana znazoriiuje vodovodni potrubi a jeji vaha udava
kapacitu potrubi v objemovych jednotkach za casovou jednotku (tedy maximalni

mozny pratok potrubim). Uzly grafu reprezentuji body, ve kterych je potrubi spojeno a

voda je v nich z pfivodnich potrubi rozdélovana do odvodnich potrubi. Dvauzly Sa T

jsou zde oznaceny jako zdroj vody a spotiebi¢ vody. Vodovodnim potrubim je voda
od zdroje S dodavéana spotiebiteli T. Voda mize kazdym potrubim protékat pouze
jednim smérem (coz miize byt zajiSténo zpétnymi ventily) a zadné potrubi sité
nepiivadi vodu do S, nebo ji neodvadi z T.

Budeme chtit maximalizovat mnozstvi vody proudici od S do T. Budeme
pfitom uvazZovat neomezené moznosti zdroje i spotiebice, takze jedinym limitujicim
faktorem budou kapacity potrubi vodovodni sité. Analogické problémy lze formulovat

u elektrické, zelezni¢ni a jiné distribucni site.
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Definujme nejprve Kkapacitni funkci c(a,b), kde a, b jsou uzly. Kdyz
funkce adjacent(a,b) méa hodnotu 1 (true), tak c(a,b) je dano kapacitou potrubi od a do
b, jinak bude c(a,b) = 0. Dale definujme prutokovou funkcei f{a,b), kde a, b jsou téz
uzly. Pokud adjacent(a,b) mé hodnotu 1 (zrue), tak hodnotou funkce f{a,b) je mnozstvi
vody proudici od a do b, jinak f{a,b) = 0. Pochopitelné pro vSechny uzly a i b bude
0<f (a,b) < c(a,b). Necht dale v je mnoZstvi vody proudici od S do T. Pochopitelné,
ze mnozstvi vody odtékajici od S, proudici vodovodni siti a ptitékajici do T musi byt

stejné, tj. ptitok do vSech uzli od S musi byt roven ptitoku od vSech uzliido T :

> f(8.x) X fT)=v, (9)

xeQ) xeQ)
kde Q je mnozina vSech uzll grafu.
Z4dny uzel kromé S nemiize vodu produkovat (jen rozvadét) a zadny uzel
krom¢ T nemiize vodu spotiebovavat, tj. mnozstvi vody piitékajici do uzlu (mimo uzly
S, T) a odtékajici z tohoto uzlu musi byt stejné :

S fy)=> f(,x), provsechny uzly x # S,T. (10)
yeQ yeQ

Definujeme-li ptitokovou funkci p(x) jako mnozstvi vody pftitékajici do uzlu x
a odtokovou funkci o(x) jako mnozstvi vody odtékajici z uzlu x, tak mizeme vyse

uvedené podminky ptepsat do nasledujiciho tvaru :
o(8)=p(T)=v, (11)
p(x) = o(x) , pro vSechny uzly x # S,T . (12)

Pro graf a kapacitni funkci dle obr. 27a Ize najit razné pritokové funkce - dvé
takové moznosti ilustruji obr. 27b a obr. 27c. Ob¢ pritokové funkce spliuji diive

uvedené podminky.

Ukolem je viak najit takovou pritokovou funkci, kde hodnota v je maximalni.
Pochopitelné, Ze pratokova funkce dle obr. 27b je lepsi (v = 7), nez prutokova funkce
dle obr. 27c (v = 5). Piipustnd, resp. mozna pratokova funkce je i takova, kde pro
vSechna a, b je fla,b) = 0. Takova prutokova funkce vSak nemuze spliiovat nase
pozadavky, nebot’ od S do T neproudi zddna voda. Je-li vSak dana néjaka pratokova
funkce, tak kazdy ptirtistek pratoku od S ku T ptedstavuje vylepSeni pritokové funkce
(samoziejmé jen za ptredpokladu, Ze tato vylepSend verze odpovida diive uvedenym

podminkam). Pfesné¢ji, kazdému pfirGstku nebo ubytku ptfitoku do né&jakého uzlu
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(kromé¢ S, nebo T), musi odpovidat ptiristek nebo ubytek odtoku z tohoto uzlu.
Strategie ureni maximalni pritokové funkce spociva v pocatecni volbé nulového

pratoku a v postupném vylepsSovani pritokové funkce, az dosahneme zadané fesent.

obr. 28

Dale budeme sledovat dvé cesty pro vylepSeni pratokové funkce. Prvni

zpusob spociva v nalezeni cesty S = x;, x2 , ......... , X, =T oduzlu S k uzlu T takové,

ze prutok kazdou hranou této cesty je mensi nez jeji kapacita, tj.
f(xk_l,xk)<c(xk_l,xk),k=2,3, ....... ,Nn. (13)
Prutok kazdou hranou této cesty Ize pak zvysit o hodnotu

min [c(xk_l,xk)—f(xk_l,xk)]. (14)

k=2,3,...n
Zvysenim pratoku o tuto hodnotu dostaneme na této cesté alespoii jednu hranu kde

S o3k ) = elxge_1, %) (15)

a pratok na této cest¢ tudiz nelze déle zvySovat. To je na piikladé demonstrovano
obr.28, kde ¢isla uvedena u jednotlivych hran znamenaji kapacitu a aktualni prutok. Na

tomto obrazku jsou patrné dvé cesty od S k T, kde existuje pozitivni prutok - ( S, A, C,
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T)a (S, B, D, T). OvSem ob¢ cesty obsahuji hranu ( <A,C> a <B,D>), kde priitok je
roven kapacité a tudiz nelze vylepsit. Existuje vSak i jina cesta ( S, A, D, T ), kde
kapacita kazdé hrany je vétsi nez aktudlni pritok. Pritok podél této cesty l1ze zvysit o
1, nebot’ na hran¢ <D, T> je kapacita 3. Vysledkem bude pritokova funkce podle obr.
28b, pritok od S k T se zvysil z 5 na 6. V grafu podle obr. 28b jiz neexistuje zadna
cesta od S k T, kde by bylo mozné vylepsit pratok. Ale v situaci podle obr. 28a Ize
misto cesty ( S, A, D, T ) zvolit cestu ( S, B, A, D, T ), podél které lze téz zvysit
pratok - dostaneme pak priitokovou funkci podle obr. 28c, kterd neni lepsi, ale ani

horsi nez pratokova funkce podle obr. 28b.

Pokud v grafu jiz neexistuje zadna cesta, podél které lze priatok zvysit, tak to
jesté neznamend, Ze feSeni bylo dosazeno. Pro ev. zvySeni celkového pritoku od Sk T
lze pouzit jiné metody, jejiz princip lze vysvétlit na ptikladé podle obr. 29. V grafu
podle obr. 29 neexistuje zadna cesta, podél které by bylo mozné zvysit pritok. Kdyz
ale snizime pratok od X do Y, tak miizeme zvysit prutok od X do T. Snizeni pfitoku do
Y kompenzuje zvySeni pratoku od S do Y, ¢imz zvySime celkovy prutok od Sk T - z

hodnoty 4 na hodnotu 7 (viz obr. 29b).

Zevseobecnéni této druhé metody ilustrované piikladem dle obr. 29 lze
provést nasledovné. Predpokladejme, Ze v grafu existuji cesty od S do néjakého uzlu
v, od n¢jakého uzlu x do T a od x do y s pozitivnim pritokem. Pak pritok od x do y 1ze
snizit a o stejné mnozstvi Ize zvysit pritok od x do T a od S do y. Toto mnoZstvi je

minimum z hodnot :
¢ pritokodxdoy,
¢ rozdil mezi kapacitou a pritokem od S do y,

¢ rozdil mezi kapacitou a pritokem od x do T.

ahr. 29
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Ob¢ metody mohou byt kombinovéany nédsledovné. Mnozstvi vody proudici od
S k T lze zvysit jen v piipadé, kdyZ to dovoluje kapacita potrubi. Pfredpokladejme, Ze
kapacita potrubi od S do x dovoluje zvysit mnozstvi vody pfitékajici do x o hodnotu 4.
Lze-li s ohledem na kapacitu potrubi od x do T toto zvySené mnozstvi vody prenést od
x do T, tak toto zlepSeni pritoku lze realizovat. Takze kdyZz néjaky uzel y pfiléha k
uzlu x (tj. existuje hrana <x,)>), tak mnoZzstvi vody proudici od y do T lze zvysit o
minimum z hodnot /# a nevyuzité kapacity na hrané¢ <x,)>. To je aplikace prvni
metody. Podobné kdyz x pfiléhd n¢jakému uzlu y (tj. existuje hrana <yx>), tak
mnozstvi vody proudici od y do T Ize zvySit o minimum z hodnot 4 a aktualniho
prutoku od y do x. Toho Ize dosahnout snizenim prutoku od y do x dle druhé metody.
Prochazime-li timto zplisobem grafem od S do T, tak Ize urcit, o jaké mnoZstvi lze

zvysit prutok do T.

Definujme nejprve tzv. semicestu od S do T jako takovou sekvenci uzla S =
X1, X2, oo » Xy = T, ze pro vSechna 1 <i < n je bud’ <x;.;,x> , nebo <x;x;.;> hranou
ohodnoceného grafu. Uzitim vySe popsané techniky 1ze uvést algoritmus urceni takové
semicesty od S do T, Ze tok do kazdého uzlu této semicesty lze zvysit. Pfitom se uZije
jiz uréené caste¢né semicesty od S. Kdyz posledni uzel ve zjisténé ¢astecné semiceste
je a, tak dle algoritmu se uvazuje rozsiteni do né¢jakého takového uzlu b, ze bud’ <a,b>,
nebo <b,a> je hrana grafu. Castednou semicestu pak prodlouzime do uzlu b, kdyZ toto
prodlouzeni vede ke zvySeni pfitoku do b. Jakmile byla semicesta prodlouzZena do uzlu
b, tak se tento uzel nebere dale v tivahu pro rozsifeni n¢jaké jiné casteCné semicesty
(protoze od tohoto mista se budeme snazit urcit jednotlivou semicestu od S k T).
Algoritmus zachycuje o jaké mnozstvi Ize zvysit pfitok do b a zda tento pfitok lze

uvazovat na hrané <a,b>, nebo <b,a>.

Tento proces se opakuje, aZ ¢asteCna semicesta je prodlouZzena az do T. Dle
algoritmu se pak postupuje podél této semicesty zpét az k S a vyrovnava se celkovy
pratok. Cely proces se pak opakuje za uc¢elem nalezeni n¢jaké jiné semicesty od S do
T. Pokud jiz nelze Zadnou semicestu uspesné prodlouzit, tak pratok nelze zvysit a

aktudlni pritok je maximalni.

[lustrujme tento postup na piikladé¢ podle obr. 30. Zpocatku uvazujeme
nulovy pritok, takZe dostaneme situaci podle obr. 30a. Cisla pfidruzena kazdé hrané
jsou kapacita a aktudlni pritok. Semicestu od S prodlouzime na (S,X) nebo (S,Z).

Pritok od S k X lze zvysit o 4, pritok od S do Z lze zvysit o 6. Semicestu (S,X) lze
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prodlouzit na (S,X,W) a (S,X,Y) s odpovidajicimi ptirtstky pritokudo Wo3ado Y o
4. Semicestu (S,X,Y) lze prodlouzit na (S,X,Y,T) - ptirGstek toku do T bude 4. Dosahli
jsme uzlu T semicestou (S,X,Y,T) s Cistym prirastkem 4 a o toto mnozstvi zvysime

prutok kazdou "dopiednou" hranou semicesty. Vysledek je na obr. 31b.

Poznamka : Bylo by mozné volit i prodlouzeni (S,X,W) na (S,X,W.,T).
Samoziejmé by bylo mozné provést rozsiteni (S,Z) na (S,Z,Y) diive nez (S,X) na

(S,X,W) a (S,X,Y). Takové volby jsou libovolné.

Opakujme vyse popsany proces s grafem dle obr. 30b. (S) lze prodlouzit
pouze na (S,Z), nebot’ pritok podél (S,X) je jiz roven kapacité. Cisty piirtistek piitoku
do Z touto semicestou je 6. (S,Z) lze prodlouzit na (S,Z,Y) s ptiristkem 4. (S,2,Y)
nelze prodlouzit na (S,Z,Y,T), nebot’ pratok podél hrany <Y,T> je jiz roven kapacitg.
Ovsem je mozné prodlouzeni na (S,Z,Y,X) s priristkem pfitoku do X o 4.
Poznamenejme, ze tato semicesta obsahuje "protismérnou" hranu <Y,X>, coZ znamena
redukcei toku od X do Y o 4. Semicestu (S,Z,Y,X) lze prodlouzit na (S,Z,Y,X,W) s
ptiristkem 3 (nevyuzita kapacita na <X,W>) do W. Tuto semicestu lze prodlouZit na
<S,Z,Y,X,W,T> s ¢istym prirastkem ptitoku do T o 3. I kdyZ jsme dosahli prirastku 3
na této semicesté, postupujeme podél této semicesty v nasledujicim kroku v opacném
sméru. Jelikoz <W,T> a <X,W> jsou "dopfedné" hrany, tak priitok podél téchto hran

lze zvysit o 3. Protoze <Y,X> je "protism&rnd" hrana, tak pratok podél <X,Y> se snizi
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0 3. <Z,Y> a <§,Z> jsou "doptedn¢" hrany, tak prutok podél nich zvysime o 3.

Vysledek ukazuje obr. 30c.

Nyni vSe opakujeme. (S) lze prodlouzit na (S,Z) s prirastkem 3, (S,Z) na
(S,Z,Y) s ptiristkem 1 do Y a (S,Z,Y) na (S,Z,Y,X) s ptiristkem 1 do X. Protoze vsak
na hranach <S,X>, <Y, T> a <X,W> je dosazeno kapacity, tak nelze dale prodlouzit
zadnou semicestu a tudiz jsme doséhli hledané feSeni. Poznamenejme vSak, Ze feSeni
ulohy nemusi byt jediné. Jiné optimum je uvedeno na obr. 30d, které ziskame z grafu
na obr. 30a tim, Ze uvazujeme semicesty (S,X,W,T) a (S,Z,Y,T).

ZapiSeme nyni algoritmus feSeni dané tlohy za pouziti takové pseudonotace,
ktera je pochopitelnd jiz z vyuky pfedmétu programovani v 1. ro¢niku. Necht je tedy
dan ohodnoceny graf (matici kapacity potrubi), zdroj S a spotfebi¢ T. Algoritmus pak
lze vyjadtit napt. nasledovné :

1. "Inicializace pratokové funkce (nulou) pro vSechny hrany" ;

N

. Nelzezlepsit := false ;

w

. repeat

4. "Pokus o nalezeni semicesty od S do T s pfirustkem pfitoku x >0do T" ;
5. if "Nelze najit semicestu”

6. then Nelzezlepsit := true

7. else "Vyrovnani pratoku do kazdého uzlu semicesty hodnotou x"

8. until Nelzezlepsit

A%

oznacovan jako Ford-Fulkersoniiv algoritmus. Pocatecni verze zapisu tohoto
algoritmu v jazyku C je v pfiloze 3. Pokud bylo jednou néjakého uzlu pouZito pro
¢astecnou semicestu, nemlze byt dale uzit k rozsifeni jiné semicesty. Proto je pouZito
pole se jménem naceste, jehoz slozky indikuji, zda se uzel nachazi na néjaké
semicesté, Ci nikoliv. Je tfeba téz indikovat, ktery uzel je koncovym uzlem castecné
semicesty, kterou Ize prodlouzit pfipojenim piiléhajiciho uzlu. To indikuji slozky pole
koneccest. Pro kazdy uzel semicesty je tfeba si pamatovat predchozi uzel této
semicesty a smér na hrané. Tudiz slozka pole predchazi[i] je ukazatel na uzel, ktery na
této semicest¢ predchazi uzel i, a slozka vpred[i] indikuje, zda existuje hrana od
predchazifi] do uzlu i. Slozka pole zvyseni[i] udava, o jaké mnozstvi Ize na této semicesté

zvysit prutok do uzlu i.
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Cviceni
1. Vyuzitim Ford-Fulkersonovy metody najdéte (ru¢n¢) maximalni pratok pro graf na

obr. 31.

abr. 31

2. Pro velké grafy s mnoha uzly miize byt s ohledem na ¢as neefektivni prohledavani
uzli za Gcelem nalezeni uzlu, tvoticiho konec néjaké castecné semicesty. Je lepsi, aby
hodnoty, které jsou obsahem pole zvyseni byly udany jen pro takové uzly grafu, které
tvoii konec semicest. Takové uzly grafu, které tvoii konec néjaké semicesty je pak
vyhodné ukladat do seznamu. Modifikujte odpovidajicim zptisobem funkci pro urceni

maximalniho toku siti.
3. Zvazte, jak lze tesit ptipady, kdy kapacita zdroje ajnebo spotiebice je omezena.

Navod : Zaved'te fiktivni zdroj (spotfebic¢) odkud vychézi (kam vchézi) jedina

hrana, reprezentujici toto omezeni.

4. Uvazujme, Ze kromé kapacitni funkce c(a,b) je dana téZ nakladovostni funkce
g(a,b), coz jsou naklady na jednotku toku od uzlu a do uzlu b. Modifikujte funkci pro
urceni maximalniho toku tak, aby maximalizovala celkovy prutok od zdroje ke
od S do T budou odpovidat nejmensi celkové naklady. Necht’ napt. tidaje v zdvorkach
u kapacit jednotlivych potrubi na obr. 32a znamenaji jednotkové ndklady. Pak feSeni
na obr. 32b zndzornuje jedno mozné feSeni maximalniho toku siti, kterému vsak jisté

odpovidaji vyssi ndklady, nez feSeni podle obr. 32c.

Navod : Zavedte si nejprve néjaky vektor, jehoz slozky udavaji jednotkoveé

naklady na vodu dodavanou do sité v uzlu i. Pfi rozSifovani ¢astecnych semicest
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(1)

6{1) 3(2)
@< o
4(3) 4(3)
(2)

al

obr. 32
lze realizovat prodlouzeni do né&jakého uzlu i v piipadé€, kdyz tento uzel jiz na

n¢jaké jiné ¢asteCné semiceste lezi, pokud to ovSem vede ke sniZzeni nakladu.

5. Modifikujte nyni feSeni toku siti pro ptfipad, kdy je tieba urcit takovy tok siti, aby
celkovy tok od zdroje ke spotiebici déleny celkovymi ndklady byl maximalni. Takovy
tok bychom mohli oznacit jako optimalni.

Navod : Oznacime-li G; celkové naklady na ptitok f(x;,T) ke spottebici, tak pro

naSe kriterium bude ziejmée platit :

;f(Xi’T) fle,T) _ 1

2.Gi [, T) ~ Gl T) Gy

2

kde Gy =min G;.
1

v

Tedy je to jakykoliv pozitivni tok podél nejlacinéjSich cest od S do T
(pokud takovych cest existuje vice). Pak je logické ur¢it maximalni tok siti,

spliujici zadané kriterium.

3.3 Spojova reprezentace grafii

Pokud graf musi byt konstruovan az béhem feSeni problému, nebo musi byt
dynamicky ménén béhem provadéni programu, tak pii kazdém pifidani nebo odebrani
uzlu je tfeba vytvofit novou matici ptiléhavosti. To je neefektivni zvlasté v takovych v
praxi se vyskytujicich ptipadech, kdy graf ma mit 100 a vice uzlt. I kdyz graf obsahuje

velmi mdlo uzli (takze matice ptiléhavosti a ev. matice vah pro ohodnoceny graf
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obsahuje ponejvice nuly), tak je nutné rezervovat misto pro kazdou moznou hranu
mezi dvéma uzly, bez ohledu na to, zda takova hrana existuje ¢i nikoliv (nebo provést
realokaci). Kdyz graf obsahuje n uzld, tak celkovy pocet mist je n”. To jsou divody

pro pouziti spojové reprezentace graft (viz ptiklad na obr. 33).

‘. Zahlavi uzlu

A
T GRAF ukazhranu info dalsiuzel
L— |
| | | 1] B | | | C | T D | 0 E 1]
{ \j i
/I_f L:D,E:
H|0
o
'¢C£>
0
~
S
"‘:A,B:’ “-:A,C:“ {A!D} {A!E}
— seznamy
" . "= "= W10 |« piiléhavost
ukazuzel dalsihrana
obr. 33

Pro kazdy uzel grafu lze vytvofit spojovy seznam, ktery obsahuje vSechny
uzly pfiléhajici k danému uzlu. Dany uzel se pak pochopitelné¢ miize nalézat v mnoha
jinych spojovych seznamech pfiléhavosti (jednou pro kazdy uzel, ke kterému ptiléhd).

To vSak vyzaduje, aby kazdy umistény uzel obsahoval proménny pocet ukazatelt,
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zéavisejici na poctu prilehlych uzli. Lepsi je proto konstruovat tzv. multispojovou

strukturu nasledujicim zptisobem (viz obr. 33).

Uzly grafu jsou reprezentovany spojovym seznamem zahlavi uzli. Kazdé
toto zéhlavi uzlu obsahuje 3 ¢leny : info, dalsiuzel, ukazhranu. Clen info obsahuje
n¢jakou informaci, spojenou s timto uzlem, zatimco Clen dalsiuzel je ukazatel na
zahlavi uzlu, které reprezentuje dalsi uzel grafu. Od zdhlavi uzlu je referencovéan
spojovy seznam uzli sekundarniho typu, nazyvany sezmam priléhavosti, ktery
reprezentuje hrany grafu vychézejici z uzlu popsaného timto zdhlavim. Kazdy prvek
seznamu pfiléhavosti obsahuje dva ¢leny : ukuzel a dalsihrana. Clen ukuzel je ukazatel
na zahlavi uzlu grafu, obsahujici uzel, do kterého vede odpovidajici hrana grafu. Clen

dalsihrana referencuje dalsi prvek seznamu ptiléhavosti.

Prvky seznamu zahlavi uzlu a seznaml pfiléhavosti mohou mit odliSny
format. OvSem v ptipad¢ ohodnocenych digrafii je tfeba ke kazdé hran¢ udat jeji vahu
a pak v ptipad¢, kdy informace v zahlavi uzla a vahy jsou celociselné, tak neni nutné
zvlast definovat typ pro kazdy seznam a vystac¢ime se vSeobecnou definici typu, napf.

ve tvaru :

typedef struct prvek {

int info ; [* Zahlavi uzl:celocCiselné oznaceni uzld
Seznam pfiléhavosti : vaha hran */
struct prvek *dalsi ; /* Zahlavi uzl( : ukazatel na dalS$i uzel grafu

Seznam pfiléhavosti:ukazatel na pfilehly uzel */
struct prvek *hrana; /* Zahlavi uzlG : ukazatel na 1. hranu
Seznam pfiléhavosti : ukazatel na dalsi hranu */

} PRVEK ;

Je pak uzitecné, zapsat funkce realizujici v daném kontextu primitivni operace
s takovymi grafy. Tak napi. nasledujici funkce ptfidd do seznamu zahlavi uzli novy

uzel, ktery ponese informaci x a vrati ukazatel na tento uzel :
PRVEK *vloz ( PRVEK *graf, int x ) {
PRVEK *p ;

p = (PRVEK *) malloc ( sizeof (PRVEK)) ) ;

p->info = x ; p->hrana = NULL ; p->dalsi = graf ;
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return (p);

}

Jin4 uzite¢na funkce vraci ukazatel na uzel nesouci informaci x :
PRVEK *nalezni ( PRVEK *graf, int x ) {
PRVEK *p = graf’;
while (p = NULL ) {
if (p->info ==x) break ; p = p->dalsi;
}

return (p);

}

Zapis ostatnich funkci je ponechan na cviteni. Ctenat by si vak mél uvédomit
jiné dulezité odliSnosti mezi matici ptiléhavosti a spojovou reprezentaci grafi. Priichod
kazdym fadkem matice piiléhavosti identifikuje vSechny hrany vychdzejici z dané¢ho
uzlu. U spojové reprezentace je tomu ekvivalentni prichod seznamem pfiléhavosti
pocinajici u zahlavi daného uzlu. Prichod sloupcem matice piiléhavosti identifikuje
vSechny hrany koncici v daném uzlu - u spojové reprezentace takovd moznost chybi.
Ovsem spojovou reprezentaci 1ze modifikovat tak, Ze kazdé zahlavi by referencovalo 2
seznamy : jeden pro hrany vychazejici z daného uzlu grafu a druhy pro hrany koncici v
tomto uzlu grafu. To by vyzadovalo zdvojené umisténi hran a komplikovalo by to
operace piidani a odebrani hran. Jinak by mohl kazdy prvek seznamu ptiléhavosti
obsahovat 4 ukazatele : na dalsi hranu vychdzejici ze stejného uzlu, na dal$i hranu
koncici ve stejném uzlu, na zéhlavi uzlu ve kterém hrana kon¢i a na zahlavi uzlu, ze
kterého hrana vychazi. Zahlavi uzlu by obsahovalo 3 ukazatele : na dalsi zahlavi uzlu,
na seznam hran vychazejicich z uzlu a na seznam hran koncicich v uzlu. Programator
si pak musi zvolit alternativu podle specifiky feSené¢ho problému a vzit v tivahu cas 1
pamét’ pocitace. Je vSak samoziejmé, Ze pokud je uzel odebran z grafu, tak se musi

odebrat i vSechny hrany, vychazejici nebo koncici v tomto uzlu.
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Cviceni
1. Zvolte si svoji konkrétni reprezentaci grafu a zapiSte nové funkce pro piidani

nového uzlu do grafu a pro nalezeni uzlu s udanou informaci.

2. Zapiste funkci pro ptidani hrany do grafu. Jako druhy a tieti argument predejte této
funkci informaci, kterou nese uzel, z n¢hoz hrana vychdzi a informaci, kterou nese
uzel, v némz hrana kon¢i. Jako posledni argument (pro ohodnocené grafy) predejte
vahu hrany. V pfipadé, Ze u ohodnoceného grafu takova hrana jiz existuje, tak se jeji

vaha piepiSe, jinak se vytvoii novy prvek v odpovidajicim seznamu ptiléhavosti.
3. Zapiste funkci pro odebrani hrany z grafu (pokud ovSem takova hrana existuje).

4. Zapiste funkci, ktera zjisti, zda od prvniho specifikovaného uzlu grafu do druhého

specifikovaného uzlu grafu vede hrana, ¢i nikoliv.

5. Zapiste funkci pro odebrani uzlu z grafu.
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3.4 Aplikace grafii na problémy planovani

Predpokladejme. Ze néjaka komplexni uloha je rozélenéna na podulohy.
Takovou komplexni tlohu znazornime grafem, kde kazdy uzel reprezentuje jednu
podulohu, zatimco kazdé hrana < x, y > reprezentuje pozadavek, Ze podulohu y nelze
provést diive, nez byla skoncena poduloha x (viz ptiklad na obr. 34). Nekteré podulohy
musi pfedchazet jiné, napi. podiloha A musi byt vykonana diive, nez podiloha B. Jiné
podulohy mohou byt vykonany soucasné€, napt. A a F. Snahou bude setadit jednotlivé

podulohy tak, aby komplexni Gloha byla vykonana v nejkrat§im moZném case.

Tranzitivni uzavér originalniho grafu G je graf T, kde < x, y > je hranou tehdy
a jen tehdy, kdyz v G existuje cesta z x do y (viz opét obr. 34). Tedy v grafu T existuje
hrana z uzlu x do uzlu y, kdyz podiloha x musi byt vykonédna dfive, nez poduloha y.

Poznamenejme hned, Ze jak G, tak i T nemohou obsahovat cykly, protoze kdyby
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existoval cyklus od x do x, tak podaloha x by nemohla byt provedena diive, nez byla

skoncena ta sama podiloha - to je vSak zfejmé z kontextu.

Protoze G nemulze obsahovat cyklus, tak v G musi byt alespon jeden uzel,
ktery nema ptedchiidce. To bude ziejmé z toho, kdyz budeme predpokladat, ze kazdy
uzel ma predchtidce. Zvolme uzel z, jehoz predchiidce je y. Pak y nemuze byt totozné
se z - to by byl v grafu cyklus od z do z. ProtoZe vSak kazdy uzel mé ptredchiidce, tak y
mé predchidce x, ktery neni totoZzny s y ani z, atd. Tim dostaneme sekvenci
disjunktnich uzla z, y, x, w, v, u, atd. Pokud by nékteré dva uzly této sekvence byly
totozné, vznikl by cyklus, a protoze graf obsahuje jen kone¢ny pocet uzl, tak dva uzly
musi byt totozné - to je rozpor. Proto musi existovat alesponl jeden uzel, ktery nema

predchidce.

V nasem piikladé nemaji predchiidce uzly A a F. Takové podulohy lze
provést okamzité¢ a soucasné s jinymi takovymi podulohami, bez ¢ekani na ukonceni
jinych poduloh. Jakmile tyto podalohy byly provedeny, tak odpovidajici hrany mohou
byt odebrany z grafu. Vysledny graf nemuze téz obsahovat zadné cykly, protoze uzly i
hrany byly odebrany z grafu, ktery neobsahoval zadné cykly a tudiz i tento graf musi
obsahovat alespon jeden uzel, ktery nema predchiidce. V nasem ptiklad¢ jsou to uzly B

a H. Podulohy B a H mohou byt provedeny soucasné ve druhé ¢asové periode¢.

Pokud predpokladame, Ze kazd4 podualoha trva jednu Casovou periodu, tak

komplexni tlohu lze provést v Sesti Casovych periodéch :

Casova perioda poduloha poduloha
1 A F
2 B H
3 I
4 C
5 D
6 E

Stejnym zplsobem lze formulovat mnoho redlnych planovacich problémi :
planovani uloh zpracovavanych pocitatem za ucelem minimalizace Casu obratky,

kompilator planuje operace strojového kodu za ucelem minimalizace ¢asu pottebného
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pro provedeni programu, planovani vyrobniho procesu za ucelem minimalizace
vyrobniho €asu atd. VSechny tyto problémy jsou stejné tfidy a mohou byt feSeny

pomoci grafii.

V 1Uplné nejhrubsich rysech lze cely algoritmus popsat nasledovné :
1. Cteni priorit a konstrukce grafu,
2. uziti grafu pro ur€eni poduloh, které mohou byt provedeny soucasné.

V prvnim kroku je nutné rozhodnout dvé podstatné zalezitosti - format vstupu
a reprezentaci grafu. Je ziejmé, Ze ze vstupu musi byt jasné, kterym poduloham dana
poduloha musi predchazet. Zcela konvenéni cestou k naplnéni tohoto pozadavku je
zadavani uspotradané dvojice poduloh. Kazdy vstupni fadek necht’ obsahuje specifikaci
dvou poduloh, pficemz prvni podiloha na fadku musi pfedchazet podilohu, uvedenou
na tomto fadku na druhém misté (nebo obecnéji vstupni soubor obsahuje posloupnost
uspotadanych dvojic). Data musi byt takova, aby v grafu nevznikly cykly. Podulohy
mohou byt reprezentovany Ciselnym oznacenim, posloupnosti znakl apod. Dale bude
volena reprezentace fetézcem znaki, nebot’ to vice odpovida realnym situacim. Kdyz
je znam pocet poduloh na zacatku vypoctu, lze pro reprezentaci grafu uzit matice
priléhavosti, jejiz vSechny prvky se inicializuji hodnotou false. Po ptecteni priority se
na odpovidajici misto matice dosadi true. OvSem je to nevhodné jiz vzhledem k
oznaceni uzlii, dale i vzhledem k tomu, Ze takova matice je v redlnych situacich velmi
fidkd a 1 tomu, ze je uzitecné uvazovat z teoretického hlediska libovolny pocet uzli.

Proto je volena spojova reprezentace grafii s dynamickou alokaci..
Druhy krok 1ze podrobné&ji popsat timto algoritmem :
while "Graf neni prazdny" do
begin "Ur€eni uzll, které nemaji pfedchldce” ;
"Vystup téchto uzll s indikaci, Ze v nasledujici Casové
periodé mohou byt tyto €innosti provedeny soucasné" ;
"Odebrani téchto uzlt a odpovidajicich hran z grafu”
end
Otazkou je, jak wurcovat uzly, které nemaji z&dného piedchiidce.

Nejjednodussi a funkéni metodou je, ze pii konstrukci grafu budeme zapisovat do

zéhlavi kazdého uzlu dalsi Clen pocet, pticemz hodnota tohoto Clenu udava pocet uzla,
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piredchézejicich dany uzel. Programové feSeni této ulohy, resp. jedna z moznych
variant je uvedena v pfiloze 4 - v§imnéte si hlavné typil, zavedenych zde pro uzly a
hrany ! Poznamenejme, Ze nds nezajimd, které uzly ptredchazi dany uzel, nybrz jen
jejich pocet. Pokud ¢len pocet u néjakého uzlu je 0, tak tento uzel nepiedchazi jinému
uzlu a mize byt umistén do néjakého vystupniho seznamu. Pokud vsak uzel umistime
do né&jakého vystupniho seznamu, tak je tfeba projit jeho seznamem ptiléhavosti a v

kazdém uzlu ptiléhajicim k tomuto uzlu snizit hodnotu pocet o 1.

Realné situace vsak zpravidla byvaji takové, Ze jsou dany i stovky poduloh,
ovsem zpravidla jen 3, nebo 4 mohou byt provedeny soucasn¢. Proto také provedeni
komplexni ulohy mtize vyzadovat fadové sto ¢asovych period a pokazdé by bylo nutné
prochazet seznamem za Uc¢elem lokalizace je mala takovych uzli, kde pocet = 0. Kdyz
ovSem identifikujeme uzly, kde pocet = 0, tak u linedrniho, jednosmérné propojeného
seznamu mame k dispozici pouze ukazatel na uzel samotny, ale pfi odebrani uzlu do
vystupniho seznamu potfebujeme i ukazatel na ptredchozi prvek. V ptiloze 4 bylo proto
pouzito feSeni, jehoZ princip spocivd v pouziti linedrniho, obousmérné propojeného
seznamu. Proto bylo tieba odpovidajicim zptisobem modifikovat funkce nalezni a vioz -

viz ptiloha 4.

max {5,3,3}

b)

obr. 35 c)
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Byt jsou uzly grafu uklddany do obousmérné propojeného seznamu, tak
vystupni seznam miize byt jednosmérné propojeny (chova se vlastné jako zasobnik).
Po provedeni prvniho kroku se jednou projde obousmérny seznam uzlii grafu za
ucelem inicializace vystupniho seznamu obsahujiciho takové uzly grafu, které pii této
inicializaci nemaji zddného ptedchidce. V kazdé cCasové periodé¢ se pak prochazi
vystupnim seznamem vytvofenym v predchazejici casové periodé€, vystupem jsou
podulohy reprezentované témito uzly a hodnota pocet se v uzlech pfiléhajicich
kazdému uzlu vystupniho seznamu zmensi o 1. Pokud je takto sniZzena hodnota rovna
0, tak takovy uzel Ize umistit do vystupniho seznamu pro nasledujici casovou periodu.
Pak jsou ovSem zapotiebi dva vystupni seznamy : jeden pro aktualni ¢asovou periodu,
ktery byl vytvotfen v ptfedchozi ¢asové periodé a praveé se jim prochédzi a druhy, ktery
se vytvari v aktudlni casové period¢ a bude se jim prochézet v nésledujici casové
periodé. Je na Ctenafi, aby uvedenou variantu zdrojového textu programu v ptiloze 4
modifikoval pro svoje potfeby a svou hardwarovou platformu, nebo jesté 1épe, aby
zapsal svlij vlastni zdrojovy text programu pro feSeni této Ulohy. To vSak spolu s

dal$imi tlohami je ponechéno na cviceni.

Uvazujme nyni jinou ulohu. Necht je dan ohodnoceny digraf, ve kterém
kazda hrana reprezentuje néjakou Cinnost a jeji vaha Cas, potiebny pro provedeni této
¢innosti. Pokud v grafu existuje hrana < a,b > a < b,c >, tak ¢innost < a,b > musi byt
provedena diive nez < b,c >. Kazdy uzel x jako informaci nese i cas, ve kterém
mohou byt vykondny vSechny Cinnosti, reprezentované hranami kon¢icimi v uzlu x.
Takové grafy jsou oznaCovany jako sité PERTH - viz ptiklad na obr. 35a. Ptifadime
nyni kazdému uzlu x ¢as 1(x) jako minimalni Cas, ve kterém mohou byt vykonany
vSechny €innosti, reprezentované hranami kon¢icimi v uzlu x. Za¢indme v uzlech, ve
kterych nekonéi zadna hrana a kde t(x) = 0. Vysledek pro nas ptiklad je na obr. 35b.
Déle ptifadime kazdému uzlu x Cas T(x) jako maximadlni ¢as, ve kterém mohou byt
provedeny vSechny aktivity, konc¢ici v uzlu x, aniz by se zvysil celkovy ¢as. Nyni
naopak zac¢indme pfifazenim ¢asu t (x) v uzlech, které nemaji naslednika a kon¢ime v
uzlech bez predchtidce (viz obr. 35¢). Lze pak ukazat, ze v grafu existuje alespoi jedna
cesta od uzlu, ktery nema piedchtidce do uzlu, ktery nema naslednika a to takova, ze t
(x) = T(x) pro kazdy uzel x. Kazd4 takova cesta se nazyva kritickou cestou. Pokud

takova cesta je pouze jedna, tak kdyz snizime ¢as ¢innosti podél kritické cesty, snizi se
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1 minimalni Cas, ve kterém lze provést celou tlohu. Ctenaf necht’ zvazi, jak postupovat

v piipad¢, kdy takovych kritickych cest je vice.

Cviceni

1. Modifikujte pro svoje potieby (nebo jesté 1épe zapiste sviij vlastni) zdrojovy text
programu, uvedeny v piiloze 4.

2. Je téz mozné, ze provadéni jednotlivych poduloh v minimalnim poctu ¢asovych
period lze organizovat rtzné. Tak napt. v grafu dle obr. 34 lze celou ulohu provést v

Sesti ¢asovych periodach tfemi riznymi zpusoby :

Perioda : Metoda 1 : Metoda 2 : Metoda 3 :
1 AF F AF
2 B.H AH H
3 | B.I B.I
4 C C C
5 D D D
6 E E E

Cas. perioda
1.

!
(a)

ohr. 36

Nas program generuje vysledné feseni tak, ze kazda poduloha je provedena v
casové period¢ s minimalnim moznym ¢islem (viz jiny ptiklad na obr. 36). Né&které

podulohy vSak mohou byt provedeny v nasledujicich ¢asovych periodach. Tak napft.
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poduloha N dle obr. 36 mize byt provedena v 3. Casové periodé, ovSem za
predpokladu, ze poduloha L bude provedena ve 4. a podiloha M v 5. ¢asové periodé.
Potiloha G muze byt téz provedena ve 3. ¢asové period¢, kdyz podaloha H bude ve 4. a

poduloha K v 5. ¢asové periodé, atd. Pro kazdou podulohu, ktera miize byt provedena

Poznamka : Lze formulovat i obecnéjsi ulohy, napt. generujte vSechny mozné

metody organizace provadéni jednotlivych poduloh. Nebo uvazujme graf podle

obr. 37. Nas program urc¢i nasledujici organizaci provadéni komplexni ulohy :

Perioda : Poduloha :
1 A.B,C
2 D,E
3 F
4 G

Tato organizace vSak piedpoklada soucasné provedeni az tii podaloh (v
prvni Casové period¢). Snadno vSak najdeme jinou organizaci provadeéni
poduloh, aby se v zadné period€ neprovadely vice nez dvé podulohy a komplexni
uloha byly dokonc¢ena ve ¢tyfech Casovych periodach. Obecnéji feceno, je tieba
najit takovou organizaci provadéni poduloh, aby pro provedeni komplexni tlohy
v minimalnim poctu ¢asovych period byl minimalni pocet soucasné provadénych
nadsenci, ktefi je GspésSné vyrtesi.

3. Predpokladejme nyni, ze v kazdé Casové period¢€ lze provést pouze jednu podulohu,

takze celou ulohu lze provést za k Casovych period, kde k je pocet poduloh. Napiste
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zdrojovy text programu, ktery vytvoii seznam ptipustné posloupnosti poduloh. Takové
konverze vstupni posloupnosti se nazyvaji topologické tiidéni.

Topologické tfidéni ma mnoho praktickych aplikaci. Tak napf. pfi sestavovani
studijniho planu je dalezité myslet na to, ze latka z urcitych predmét se musi probrat
diiv, nez se zacne s dalSim (novym) predmétem, protoze tento predpokladd znalosti

ziskané v predchazejicich pfedmétech.

4. Zapiste funkci pro urceni vSech kritickych cest v siti PERTH.
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Priloha 1

*/

#include <stdio.h>

typedef enum {

LEVYSYN, PRAVYSYN
} TYPSYNA;
typedef struct {

unsigned kod ;

char pos;
} TYPKOD ;
typedef struct {

unsigned frekvence ;
unsigned otec ;
TYPSYNA syn;

} TYPUZLU ;

/* Pole abeceda : */

static unsigned char *abeceda ;

/* Uzly Huffmanova stromu : */
static TYPUZLU *uzel ;

/* Kédy znakl abecedy */
static TYPKOD *kodznaku ;

/* PoCet symboll abecedy */

static int pocet ;

/* Pole unsigned int obsahujici Huffman(v kod */

static unsigned *huffkod ;

/* poc_slov = pocet slov délky 32b pole huffkod

posl_bit = ukazatel na posledni bit kddu v poslednim byte pole huffkod */
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static unsigned poc_slov ;

static char  posl_bit;

/* Pomocné konstanty vytvor podle délky slova
0x80000000 Iépe 0Ox1 << (8 *sizeof (unsigned)-1)
OXFFFFFFFE lépe ~0<<1

*l

/* Inicializace Huffmanova stromu. Pfedpoklada se vstup z textového

souboru : po¢et symbolli abecedy, { symbol, cetnost, ... } */
void init (FILE *f) {
inti,j;

unsigned char s[2] ;

fscanf (f, "%d", &pocet ) ;
/* Alokace : */
abeceda = (unsigned char *) malloc (pocet*sizeof(unsigned char)) ;
uzel=(TYPUZLU *) malloc ((2*pocet-1)*sizeof(TYPUZLU)) ;
kodznaku = (TYPKOD *) malloc ( pocet*sizeof(TYPKOD) ) ;
/* Inicializce : */
for (i=0; i<2*pocet-1; i++) {

uzelli].frekvence = 0; uzel[i].otec = 0 ;
}
for (i=0; i<pocet; i++ ) {

fscanf (f, "%s%d", s, &uzel[i].frekvence ) ;

abecedali] = *s ;

/*V poli uzel vytvof Huffmanudv strom */
void vytvor (void ) {

unsigned m, n1, n2, min1, min2, j ;

for ( m=pocet; m<2*pocet-1; m++) {
/* m =index pole "uzel" pro umisténi uzlu,
vyber uzly n1 a n2 s nejmensi frekvenci */
n1=0;n2=0;
min1 = ~0; min2 =~0 ;

for (j=0; j<m; j++)
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if (luzel[j]l.otec)
if (uzel[j].frekvence < min1) {
min2 = min1 ; min1 = uzel[j].frekvence ;
n2=n1;n1=j;
}
else if (uzel[j].frekvence < min2 ) {
min2 = uzel[j].frekvence; n2 = j ;
}
/* Vytvor n1 jako levy a n2 jako pravy podstrom k m */
uzel[n1].otec = m ; uzel[n1].syn = LEVYSYN ;
uzel[n2].otec = m ; uzel[n2].syn = PRAVYSYN ;
uzel[m].frekvence = uzel[n1].frekvence + uzel[n2].frekvence;

}

/* Kofen Huffmanova stromu ma index 2*pocet-2 */

/* Pro jednotlivé symboly abecedy zapi$ binarni kéd do pole kodznaku */
void kod (void ) {

intiyj;

if (pocet==1) {
kodznaku[0].pos = 0 ; kodznaku[0].kod = 0;
return ;
}
for (i=0; i<pocet; i++) {
kodznakul[i].pos = -1 ;
/* Prichod ke kofeni Huffmannova stromu */
i=i;
while ( uzel[j].otec ) {
kodznaku[i].pos++ ;
/* Dopln zleva O : */  kodznaku[i].kod >>= 1 ;
if (uzel[j].syn == PRAVYSYN )
[* PFepiS bit na 1 : */ kodznakuli].kod | = 0x80000000 ;

j = uzel[j].otec ;

/* Vypsat binarni kody vSech symboll dané abecedy na standardni vystup */
void tisk (void ) {
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int  ij;

unsigned k;

printf ( "Symbol: Kod:\n");
for (i=0; i<pocet; i++) {
printf ( "%8c ", abecedali] ) ;
k = kodznakul[i].kod ;
for ( j=0; j<= kodznakul[i].pos; j++ ) {
if (k & 0x80000000 ) printf ("1");
else printf ( "0" ) ;
k<<=1;
}
printf ("\n" ) ;

/* Zapsat bit do pole huffkod */
static void zapis_bit (int bit) {

static ¢_bitu=0;

if (c_bitu > 8 * sizeof(unsigned)-1 ) {
poc_slov++ ; c bitu=0;

huffkod = (unsigned *) realloc( huffkod, (poc_slov+1)*sizeof ( unsigned ) ) ;

huffkod[poc_slov] = 0 ;
}
huffkod[poc_slov] <<= 1 ;
if ( bit) huffkod[poc_slov] |= 0x1 ;
else huffkod[poc_slov] &= OxFFFFFFFE ;

c_bitu ++ ; posl_bit = c_bitu-1 ;

/* Zapsat binarni kéd do pole huffkod */
static void zapis_kod (inti) {
unsigned k, j, posun ;
char bit;

k = kodznakul[i].kod ;
for ( j=0; j<=kodznakuli].pos; j++ ) {
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if (k & 0x80000000 ) zapis_bit (1) ;
else zapis_bit (0);

k<<=1;

[* Zapsat binarni kod fetézce s do pole huffkod */
void string_kod ( char *s ) {

int i=0, j, posun ;

huffkod = (unsigned *) malloc ( sizeof(unsigned) ) ;
poc_slov = 0 ; posl_bit =-1;
while (s[i]!'="0") {
for (j=0; j<pocet; j++ ) if ( s[i] == abecedal[j] ) break ;
if (j==pocet) printf("\n*** Neznamy symbol ***\n" ) ;
else zapis_kod (j);
i++

}
posun = 8 * sizeof (unsigned ) - posl_bit - 1 ;

huffkod[poc_slov] <<= posun ;

/* Cti bit pole huffkod */

static char cti_bit (int *posledni ) {
static unsigned akt_slovo =0 ;
static char c_bitu=0;
static unsigned k ;
char bit;

if (1c_bitu && lakt_slovo ) k = huffkod[0] ;
if (c_bitu > 8*sizeof(unsigned) - 1) {
c_bitu = 0 ; akt_slovo++ ; k = huffkod[akt_slovo] ;

}

*posledni = ( akt_slovo == poc_slov && c¢_bitu == posl_bit)?1:0;

bit = ( k & 0x80000000 ) ? 1:0; k <<= 1; c_bitu++;
return ( bit);

/* Dekdduj pole */
char *dekoduj (void ) {
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char *s = (char *) malloc ( sizeof(char) ) ;

int pos = 0, konec, koren, j ;

TYPSYNA kam ;
do {
konec = 0 ; koren = 2 * pocet - 2 ;
do {
j = koren ;
if (cti_bit ( &konec ) ) kam = PRAVYSYN ;
else kam = LEVYSYN ;

while ( uzel[jl.otec != koren || uzel[j].syn !=kam ) j--;
koren =j;
} while ( koren >= pocet ) ;
s[pos++] = abecedalkoren] ;
s = (char *) realloc ( s, (pos+1)*sizeof(char));
} while ( 'konec ) ;
s[pos] ="0';

return (s);
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JRFAE I F k% * *kkkkkkkkhhhhhhhhhhhkx

* DEC C for ULTRIX 4.1 or higher

. . /

#include <alfabeta.h>
#include <stdio.h>

#include <limits.h>

/* Tato externi funkce vraci kvantitativni hodnoceni situace p->deska z hlediska
"hrace" h. Vzdy se doplni kontextualné podle toho, pro jakou hru se algoritmus

pouziva */

extern int hodnoceni ( UZEL *p, POLE h);

/* Tato externi funkce vrati ukazatel na spojovy seznam ( propojeni prvku je jejich
Cleny "bratr") a vSechny ¢leny "deska" téchto prvkld jsou mozné "reakce" hrace
p->hrac na situaci p->deska. Pochopitelné ¢len "hrac" kazdého prvku seznamu

musi byt rdzny od p->hrac */

extern UZEL *gensez ( UZEL *p ) ;

static POLE kdo ; /* Specifikuje hrace, ktery je v situaci "as" na tahu; jako

v v

externi proménnou ji pouziva funkce rozsifeni */

/* Tato rekursivni funkce provadi rozsifeni hraciho stromu na pozadovanou
hloubku "hloubka" pocinaje uzlem referencovanym pointerem p, ktery je
na urovni "urovenp" hraciho stromu, popfipadé ukonéi rozSifovani pii
dosazeni termindlového uzlu. V listech aktualniho hraciho stromu se
provadi kvantitativni hodnoceni situace na hraci desce a dale nepotiebné
uzly se vraci do volné paméti. Vraci kvantitivni hodnoceni pro potieby

alfa-beta minimax */

int rozsireni ( UZEL *p, int urovenp, int hloubka, int albe ) ;
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UZEL *dalsitah ( UZEL *as, int hloubka ) {

/* Implementace alfa-beta algoritmu :

as : pointer na stav, napf. na hraci desce ,
hloubka : pozadovana hloubka prognozy

*l

int hodn, h ;

UZEL *q, *u, *ns;

/* ns je pointer na stav, napf. na hraci desce, ktery vznikne realizaci

vybraného tahu */
g=gensez(as);
if (q==NULL)

/* Pak je ovSem as terminalovy uzel. Odpovéd hrace as->hrac na
situaci as->deska je zbytec¢na a protoze nemliZze dojit ke zméné

situace, tak je logické vratit "as" */
return (as);
else {

/* Pak je q pointer na zacatek seznamu na urovni 1 hraciho stromu,
odkud vybereme nejlepsi odpovéd "hrace" as->hrac na situaci as-

>deska */
as->nsyn =g ;
/* Inicializace : */ hodn =-INT_MAX ; kdo = as->hrac ; ns = NULL ;
do {
h = rozsireni ( q, 1, hloubka, hodn ) ;
if (h>hodn ) {/* qje aktualni "ns" */
if (ns!=NULL )free (ns);
hodn=h;ns=q;q=qg->bratr;
}
else { /* q je pro as->hrac nezajimavy */
u=gq;q=q->bratr;free (u);
}
} while (g !=NULL );
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/* Pokud volajici rutina nebude dale "as" pouZivat, tak Ize : */
free (as);
ns->nsyn = NULL ; ns->bratr = NULL ;

return (ns);

int rozsireni ( UZEL *p, int urovenp, int hloubka, int albe ) {
UZEL *q, *u;

int hodn, h, obr ;

if (hloubka == 1) /* Pak p je list hraciho stromu a tudiz vratime hodnoceni
situace p->deska */
return ( hodnoceni ( p, kdo ) ) ;
else {/* Generujeme dalSi troven hraciho stromu */
q=gensez(p);
if (q==NULL) /* Narazili jsme na terminalovy uzel */
return ( hodnoceni ( p, kdo ) ) ;
else {

/* Seznam q je bud na urovni "hloubka" a pak provedeme
pfimo hodnoceni, nebo toto hodnoceni provedeme po

navratu z rekursivniho volani */
p->nsyn =q;
hodn = ( g->hrac == kdo ) ? INT_MAX : -INT_MAX;
obr =(g->hrac==kdo )?-1:1;
do {
h = (urovenp + 1 == hloubka )
? hodnoceni ( q, kdo )

: rozsireni ( g, urovenp+1, hloubka, hodn ) ;
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if (obr* h>=obr*albe) {
/* Uzel q a jeho mladsi bratfi jsou
neperspektivni */
hodn = albe ;
while (g != NULL ) {

u=q; q=g->bratr; free (u);

}

else {

/* Ur€eni, zda jsme jiz dosahli perspektivni vétve

hraciho stromu : */
if (obr*h>obr*hodn)hodn=h;
u=4q;q=aq->bratr;free (u);
}
} while (g!=NULL);

return (hodn);
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#idefine ANO 1
#define NE 0

void Max_tok ( unsigned int pocet,
unsigned int *kapacita,
unsigned int zdroj,

unsigned int spotrebic,

/*

unsigned int *tok,

unsigned int *sumtok

) |

/* Pocet uzll sité */

/* Matice kapacit potrubi */
/* Uzel sité - zdroj */

/* Uzel sité - spotfebiC */

*/

/* Matice maximalniho toku podél

hran sité */
/* Celkovy tok siti  */

unsigned int *predchazi = (unsigned int *)malloc( pocet * sizeof (unsigned int) ) ;

unsigned int *zvyseni = (unsigned int *)malloc(pocet * sizeof (unsigned int) ) ;

char *koneccest = ( char *) malloc ( pocet * sizeof (char) ) ;

char *vpred

= (char *) malloc ( pocet * sizeof (char) ) ;

char *naceste = (char *) malloc ( pocet * sizeof (char) ) ;

unsigned int pred, uzel, i, X ;

/*

* Uzly jsou na vstupu Cislovany jako pfirozena €isla 1, 2, ......., pocet

*

*/
zdroj--; spotrebic--;
/*

* Pocatecni inicializace toku siti

*

*l
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for ( uzel=0; uzel<pocet; uzel++) for (i=0; i<pocet; i++ ) tok[uzel*pocet+i] = 0 ;

*sumtok =0 ;

/*
* Hledani semicest od uzlu "zdroj" do uzlu "spotfebic"

*

*/

for (;;) {
I
* Pocatecni inicializace

*

*/
for ( uzel=0; uzel<pocet; uzel++ ) koneccest[uzel] = naceste[uzel] = NE ;

koneccest[zdroj] = naceste[zdroj] = ANO ; uzel = zdroj ; zvyseni[zdroj] = ~0 ;

/*

* Hledani prodlouzeni ¢aste¢né semicesty od koncového uzlu této

*

semicesty

*

*/
while (uzel < pocet) {
koneccest[uzel] = NE ;
for (i=0; i<pocet; i++) {
if ( tok[uzel*pocet+i] < kapacita[uzel*pocet+i] && Inaceste[i] ) {
koneccest[i] = naceste[i] = vpred[i] = ANO ; predchazi[i] = uzel ;
x = kapacita[uzel*pocet+i] - tok[uzel*pocet+i] ;
zvyseni[i] = ( zvyseni[uzel] < x ) ? zvyseni[uzel] : x;
}
if (tok[i*pocet+uzel] && 'naceste[i]) {
naceste][i] = koneccest[i] = ANO ; vpred[i] = NE ;
predchazi[i] = uzel ;
zvyseni[i] = ( zvyseni[uzel] < tok[i*pocet+uzel] )

?zvyseni[uzel] :tok[i*pocet+uzel] ;
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/*

* Vybrat konec ¢astecné semicesty pro prodlouzeni

*

*l

for (i=0 ; i<pocet && 'koneccest][i] || i == spotrebic; i++ ) ; uzel =i ;

} /* while (uzel < pocet ) */
/*

* Realizovat zvySeni toku na nalezené semicesté od "zdroje" ke
* "spotiebici"

*

i
if (! naceste[spotrebic] ) break ;
X = zvyseni[spotrebic] ; *sumtok += x ; uzel = spotrebic ;
do {
pred = predchazi[uzel] ;

if (vpred[uzel] ) tok[pred*pocet+uzel] +=x ;

else tok[uzel*pocet+pred] -= x ;

} while ( (uzel = pred ) != zdroj ) ;
} 1mfor ()75
free ( predchazi ) ; free ( zvyseni ) ; free ( koneccest ) ;
free (vpred ) ; free ( naceste ) ;
} /* Max_tok */
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/*
* DEC C for ULTRIX (v.4.1or higher)

*

*l

#include <stdio.h>

#include <string.h>

typedef struct hrana {
void *uzel ;
struct hrana *dalsi ;
} HRANA ;

typedef struct uzel {

char info[36] ;

int pocet;

HRANA *hrana ;

struct uzel *dalsi, *predchozi ;
} UZEL ;

/* Tato funkce vyhleda uzel s informaci x a vrati ukazatel na tento uzel.

Pokud takovy uzel neexistuje, tak jej ptida do grafu */

UZEL *nalezni ( UZEL **graf, char *x ) {
UZEL *p = *graf ;

while (p!'=NULL ) {
if ( stremp ( p->info, x)==0)return(p);
p = p->dalsi ;
}
p = (UZEL *) malloc ( sizeof (UZEL ) );
strepy ( p->info, x ) ; p->pocet = 0 ; p->hrana = NULL ;
p->dalsi = *graf ; p->predchozi = NULL ;
if (*graf!= NULL ) (*graf)->predchozi=p ;
*graf=p;return (p);
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/* Tato funkce vlozi do seznamu hranu od p do q ; pokud takova hrana jiz existuje,

vypis poznamky na standardni vystup */

void vloz ( UZEL *p, UZEL *q) {
HRANA *r = p->hrana ;

while (r!=NULL) {
if ( (UZEL *)r->uzel == q ) break ;
r =r->dalsi;
}
if (r!=NULL)
printf ( "Naslednost cinnosti %s a %s jiz byla zadana\n", p->info, g->info ) ;
else { /* Umisténi nové hrany */
r = (HRANA *) malloc ( sizeof ( HRANA) ) ;
g->pocet++ ; (UZEL *)r->uzel = q ;
r->dalsi = ( p->hrana == NULL ) ? NULL : p->hrana ;

p->hrana =r;

void main (void ) {

UZEL *graf = NULL, *vystup = NULL, *dalsivystup, *p, *q ;

HRANA *t ;

FILE *f;

char s1[36], s2[36] ;
int perioda=0;

if ((f="fopen ("vstup","rt"))==NULL) {
printf ( "Soubor nelze otevrit\n" ) ; exit (-1 ) ;
}
while (fscanf ( f, "%s %s",s1,s2)) {
if (feof (f))break ;
vloz ( nalezni ( &graf,s1), nalezni ( &graf, s2));

}

fclose (f);

/* Graf byl vytvoren. Prohledani seznamu uzlt grafu a umisténi
v8ech uzll, kde ¢len pocet je 0, do vystupniho seznamu,

referencovaného proménnou vystup */
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p = graf;
while (p!=NULL) {
q = p->dalsi ;
if (p->pocet==0) { /* Odeber uzel */

if (q!=NULL ) g->predchozi = p->predchozi ;
if ( p->predchozi != NULL ) p->predchozi->dalsi = q ;
else graf=q;
/* Umisténi do vystupniho seznamu */
p->dalsi = vystup ; vystup =p;

}

P=4q,;

}

/* Simulace ¢asovych period */
while ( vystup !'= NULL ) {
printf ( "Perioda c.%d:\n", ++perioda ) ;
/* Inicializace vystupniho seznamu pro nasledujici periodu */
dalsivystup = NULL ; p = vystup ;
while (p!=NULL ) {
printf ( "%-40s\n", p->info ) ;
* Prlichod hranami vychazejicimi z p */
t =p->hrana;
while (t!=NULL) {
/* Snizeni hodnoty proménné pocet */
q = (UZEL *)t->uzel ; g->pocet-- ;
if (g->pocet==0) {
/* Uzel t Ize odebrat a umistit do vystupniho seznamu
pro dalsi periodu */
if (g->dalsi = NULL ) g->dalsi->predchozi = g->predchozi ;
if ( g->predchozi != NULL ) g->predchozi->dalsi = g->dalsi ;
else graf = g->dalsi ;
g->dalsi = dalsivystup ; dalsivystup = q;
}
t =t->dalsi ;
}
p = p->dalsi;
}
/* DalSi vystup se stava aktualnim */

vystup = dalsivystup ;
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printf (" \n");
}
if (graf '=NULL ) { printf ( "Chyba dat - cyklus\n" ) ; exit (-1); }
exit (0);
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