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PREDMLUVA

Ptredklddany ucebni text je urCen studentim IV. ro¢niku strojni fakulty, oboru
Automatizované systémy fizeni ve strojirenstvi. Vznikl upravenim jiz rozebranych skript
Programovani, rekursivni algoritmy v Pascalu, vydanych v roce 1990. Tato skripta byla rozsifena
predevsim o zapisy rekursivnich algoritmil v jazyku C.

Cilem ptedkladaného textu je podat hlubsi informace o rekursivnich programovacich
technikach, které velmi Casto reprezentuji mocny ndstroj pro zefektivnéni prace programatora.
Neni snahou zaméfit se na néjaky konkrétni programovaci jazyk, ktery rekursi podporuje,
nicméné u studentdl oboru ASR ve strojirenstvi se znalost programovacich jazyki Pascal a C
pfedpokladéd a priori. Proto také pivodni obsah skript byl rozsiten o zapis alespoii nékterych

algoritmti v jazyku C.
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Kap. 1 : Uvod
1. UVOD

V lit. [1] se piSe, ze "kdyby byly pocitace existovaly ve stiedovéku, byli by byvali
programatofi upaleni na kolech jinymi programatory za kacifstvi a je velmi pravdépodobné, ze
jednim z kacifstev by byla byvala vira (nebo nevira) v rekursi". Vskutku, jesté dnes jsou ndzory
na rekursi velmi rozporuplné. Mnozi programatofi se snazi dokazovat, ze libovolnou rekursivni
rutinu je lépe vyjadfit mnohem efektivnéji pracujici iteracni rutinou. Jini se pfinejmenSim na
vybranych ptikladech snazi dokazat pravy opak (a ne bez uspéchit).

Je v8ak nesporné, ze rekursivni zptisob definovani funkci nebo procesti je v matematice
mocnym ndstrojem Usporného vyjadfovani, které pak mé zcela logicky i svlj odraz v
programovacich technikach. To, Ze se rekursivni operace provadéji malo efektivné je dano spise
tim, Ze stavajici kompildtory s ohledem na soucasné struktury pocitacti nejsou schopné generovat
efektivni vysledny kod. I kdyz vysledny program nebude pracovat pravé nejefektivngji, tak v
mnoha pfipadech je aplikace rekursivnich metod jedinou zarukou efektivnosti prace
programatora. V kazdém ptipad¢ 1ze vSak z hlediska "pocitac¢li budoucnosti" oznacit rekursivni

programovaci techniky za perspektivni a studenti by je méli znat.
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Kap. 2 : Rekursivni definice a procesy

2. REKURSIVNI DEFINICE A PROCESY

Vseobecné se pod pojmem rekurse rozumi zplisob definovani objektl nebo procest
pomoci jich samotnych. Tak napt. « je definovano jako pomér obvodu kruhu ku jeho priméru.
To Ize ptirovnat k t€émto instrukcim : urci obvod kruhu a jeho primér, pod¢l obvod kruhu
primérem a vysledek ozna¢ n. Ale obvod kruhu je definovan zase ve vztahu k .

OvSem nejzndméjSim piikladem rekursivné definované funkce je funkce faktorial
(symbol !) pro nezéporny celociselny argument. Vime, Ze 0! je definovédno jako 1 a pro kladné
celo¢iselné n je n! definovdno jako soucin vSech kladnych ¢isel 1 az n. Tudiz mizeme napsat
definici ve tvaru

n'=1 , pron=0
nl=n*Mn-1)*n-2)*...*1 , pron>0

Pro néasobeni jsme pouzili symbol *, pficemz tfi tecky v zapisu definice je naSe
konvence pro oznaceni soucinu vSech celych ¢isel od (n-3) do 2. Kdybychom se chtéli oprostit od
této konvence, mohli bychom definovat n! vyctem definic pro kazdou hodnotu n zvIast’ :

0'=1,11=1,21=2*%1,3!=3%2%], atd.

Pro vSechna nezidporna n by vSak takovy vycet nebyl konecny. Tento nedostatek
muzeme obejit tak, ze zapiSeme algoritmus, ktery pro dané nezdporné celoCiselné N vraci
hodnotu N! v proménné FACT :

X=N;Y:=1;
while X <>0 do
begin
Y=X*Y; X=X-1
end ;
FACT =Y

Takovy algoritmus se nazyva iteracni, jeho charakteristickym rysem je opakovani
néjakého procesu az k dosazeni urcité podminky. Takto zapsany algoritmus muze byt velmi
snadno pfeveden do tvaru funkce v symbolickém jazyku, nicméné vSak nemulze slouzit jako
matematickd definice n!, vZzdyt u redlnych pocitacl jsme vzdy omezeni poc¢tem dvojkovych fadi

pro zobrazeni celych Cisel.
Jisté je zndma matematicka definice funkce n! pro nezaporna celoCiselna n :

nl =1 ,pron=0
n! =n*(n-1)! ,pron>0.
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Kap. 2 : Rekursivni definice a procesy

Vsimnéme si, ze 0! je definovéano piimo, je vyjadieno explicitné, kdezto pro n > 0 je n!
definovano pomoci (n-1)! . Takové definice, kdy objekty nebo procesy jsou definovany pomoci
jednodussich ptipada téch samych objekti nebo procest se nazyvaji rekursivni. Kazda takova
definice musi obsahovat explicitni definici pro urcitou hodnotu nebo hodnoty, jinak by byla
kruhova.

Tak napf. chceme-li podle rekursivni definice vypodcitat 4!, tak nejprve musime

vypocitat 3!, coz ovsem predpoklada vypocet 2! atd. :

l. 41 =4* 3|

2. 31=3%*21

3. 21=2*1!

4. 1'=1%*0!

5. 0'=1

Postupné jsme vypocet redukovali na stale jednodussi piipad, az v fadku 5 je 0!, coz je
ovSem 1. Pak se miizeme vratit zpét od fadku 5 k fadku 1 :
1. 0!'=1
2", IN=1*0l=1*1=1
3" 20=2*11=2%*1=2
4'. 31=3%21=3%*2=6
5'. 41=4*31=4*6=24

Zapiseme nyni tento algoritmus pro vypocet n! pro celd nezaporna n nasledovné :

1. if N=0

2. then FACT =1

3. else begin

4, X=N-1;

5. "Nalezni hodnotu X! a oznac ji Y" ;
6. FACT =N*Y

7. end

Kli¢ k celému algoritmu je vSak v fadku 5, ktery vlastné prepoklada znovu provedeni
téhoz algoritmu, ovSem s hodnotou o 1 mensi. Toto opakovani se predpoklada tak dlouho, az na
vstupu algoritmu bude 0 a pak tento algoritmus vrati prost¢ hodnotu 1 do fadku 5. Pak se provede
N*Y (N=1,Y =1)avysledek je znovu vracen do fadku 5 atd., az se dosahne hodnoty N!.

Poznamenejme hned na tomto misté, ze jak pro n!, tak i pro vétSinu prikladt v této
uvodni kapitole jsou iterac¢ni algoritmy mnohem efektivnéj$i nez rekursivni, které zde maji
demonstrovat pouze principy rekurse. Pozdéji budou uvedeny ptiklady, které Ize velmi elegantné
a efektivné fesit pomoci rekursivnich metod.

Druha poznamka se tyka explicitni definice pro ur¢itou hodnotu. Pochopitelné, ze plati :
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Kap. 2 : Rekursivni definice a procesy

nN=(n+1)/(n+1) ,
ale pokud explicitn¢ vyjadiime pro celé a>0 hodnotu a!, nejsme ovsem pro b>a schopni
podle takového algoritmu uréit b! .

Jako jiny priklad Ize uvést tzv. binarni vyhledavani. Mé¢jme néjaky seznam objektt,
které jsou urcitym zptisobem v seznamu uspotadany. Jako priklad ndm miize slouzit telefonni
seznam, slovniky slov apod. Nasim ukolem je vyhledat v seznamu zadany objekt, nebo
konstatovat, ze v seznamu neni.

Pokud seznam obsahuje pouze jeden objekt, tak je uloha trividlni. V opacném piipadé
porovname hodnotu zadaného objektu s hodnotou objektu nékde "uprostied" seznamu. Dojde-li k
rovnosti, je vyhledavani skonceno, jinak na zéklad¢ provedené¢ho porovnani se stejny proces
provede bud’ v prvni nebo druhé poloviné seznamu. Aplikujeme tudiz stejny proces na seznamy
obsahujici stdle mensi pocet objektl, az je ev. tento pocet roven 1. Vyjadrili jsme tudiz takovy
algoritmus rekursivné.

Necht’ je tedy dano né&jaké vzestupné setfidéné pole A a zapiSme rekursivni algoritmus
pro vyhledani prvku X v poli A od A[DOLNI] do A[HORNI]. Algoritmus umisti do proménné
BINVYH takovou hodnotu INDEX, ze A[INDEX] = X, kdyz . Kdyz ovSem takovy element v
zadaném useku pole A neni, bude BINVYH = 0 ( to ovSem predpoklada, ze bud HORNI,DOLNI
>0, nebo HORNI, DOLNI < 0, tedy Ze nemtizeme uvazovat A[0] ) :

1. if DOLNI > HORNI
2. then BINVYH :=0

3. else begin

4 STR :=( DOLNI + HORNI ) div 2 ;

5 if X=A[STR]

6. then BINVYH :=STR

7 else if X <A[STR]

8 then "Vyhledani X v poli A od A[DOLNI] do A[STR-1]";
9 else "Vyhledani X v poli A od A[STR+1] do A[HORNI]" ;

10. end
Poznamenejme hned, Ze trividlni piipad vyhledavani v poli o jedné slozce neni v tomto
algoritmu vyjadien piimo. Misto toho je zde porovnani vyhledavaného prvku s timto prvkem
pole a v piipad¢ nerovnosti by vyhledavani pokracovalo v useku pole, jez neobsahuje zadny
element a takovy ptipad je indikovan podminkou DOLNI > HORNI a algoritmus vraci hodnotu
0.

Necht’ napt. pole A obsahuje tyto prvky :
1,3,4,5,17,18,31,33.
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Kap. 2 : Rekursivni definice a procesy

Uvedeny algoritmus budeme prezentovat na piikladé X =17, DOLNI =1 a HORNI = 8§ :

t.1 :DOLNI>HORNI ? 1 neni vétsi nez 8, tudiz se provede ¢ast else

t.4 :STR:=(1+8)div2=4

.5 :X=A[4]? 17 neni rovno 5, tudiz se provede Cast else

t.7 :X<A[4]? 17 neni mensi nez 5, tudiz se provede Cast else v t. 9

t.9 :opakovani algoritmu s hodnotami DOLNI := STR + 1 =5 a HORNI := HORNI =
=8

f.1 :DOLNI>HORNI ? 5 neni vétsi nez 8, tudiz se provede ¢ast else

t.4 :STR:=(5+8)div2=6

.5 :X=A[6]? 17 nenirovno 18, tudiz se provede ¢ast else

.7 :X<A[6]? 17 neni mensi nez 18, tudiz se provede ¢ast then

t. 8 :opakovani algoritmu s hodnotami DOLNI := DOLNI =5 a HORNI := STR-1 =5

t.1 :DOLNI>HORNI ? 5 neni vétsi nez 5, tudiz se provede ¢ast else

t.4 :STR:=(5+5)div2=5

.5 :X:=A[5]?17jerovno 17, tudiz se provede ¢ast then

.6 :BINVYH:=5

Protoze za krokem reprezentovanym piikazem if v f. 7 jiz v algoritmu neni zadny ptikaz,
vrati ndm tento algoritmus hodnotu 5.

Zcela prirozenym pozadavkem na rekursivni algoritmy je, ze musi generovat konecnou
posloupnost volani sebe sama, tzn. Ze musi existovat "cesta ven" z této posloupnosti rekursivnich
odkazli. Tento pozadavek je zajiStovan nerekursivni ¢asti rekursivnich definic. Tak napi. u
popsané rekursivni definice n! je nerekursivni ¢ast 0! = 1. U bindrniho vyhledavani je

nerekursivni ¢ast ve tvaru :

if DOLNI > HORNI then BINVYH :=0
if X=A[STR] then BINVYH := STR

Poznamka : V literatufe se Casto rekursivni definice zapisuji ve tvaru podminénych

prikazl (tento tvar zapisu poprvé zavedl McCarthy). Podminéné vyrazy maji tvar :
[B, »V,.,B, »V,,....,B,, >V, ..V,]

kde Bj jsou booleovské vyrazy a V; jsou n€jaké vyrazy. Vyhodnocovani se provadi zleva

n-1»

dokud se nenajde Bj , jehoz hodnota je true a pak hodnota je odpovidajici Vj. Pokud
vSechna B; vraci false, hodnota je V. Tak napt. pro funkci faktorial bude :
FAK(N)=[(N =0) > 1N * FAK(N -1)]
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Kap. 2 : Rekursivni definice a procesy

Cviceni

1. Napiste iteracni a rekursivni verzi algoritmu pro vypocet sou¢inu A*B (uzitim sc¢itani),
kde A, B jsou nezaporna cela ¢isla.
2. Je dano pole A se slozkami typu integer. NapiSte nerekursivni algoritmus pro nalezeni
maximalniho prvku pole A.
3. Stejné jako v piedchozim piiklad€ je dano pole A se slozkami typu integer. NapiSte
rekursivni algoritmus pro vypocet souctu prvkil pole A od indexu D do indexu H.
4. Napiste iteracni verzi algoritmu pro binarni vyhledavani (tj. modifikujte meze DOLNI a
HORNI piimo).
5. Vztah mezi Besselovymi funkcemi prvniho druhu stejného argumentu, ale rozdilného
fadu, 1ze zapsat ve tvaru :
Jnpr1 X)=(2.n/X) .y X)-In-1 (X).
Napiste rekursivni definici J (X) ve tvaru zavedeném McCarthym pro pfipad, ze pro

urcity argument X zname Jgy (X) a Jq (X).
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Kap. 3 : Mechanismus rekurse

3. MECHANISMUS REKURSE

Vétsina symbolickych jazykl dovoluje zapsat funkce (ev. procedury), které volaji sebe
samotné. Takové rutiny se nazyvaji rekursivni. V dal$im textu budou takové rutiny zapisovany v
jazyku Pascal a pro nékteré z nich jsou odpovidajici ekvivalentni zapisy v jazyku C uvedeny v
ptiloze.

Jist¢ snadno piepiSeme rekursivni algoritmus pro vypocet n! jako rekursivni funkei.
Uvazujme globalni typy

type KLADNACELA = 1..maxint;
NEZAPCELA = 0..maxint ;
a diive uvedeny rekursivni algoritmus zapiSeme nasledovné :
function FACT (N : NEZAPCELA ) : KLADNACELA ;
var X : NEZAPCELA ;
Y : KLADNACELA ;

begin
ifN=0
then FACT =1
else begin
X:=N-1;
Y =FACT (X);
FACT =N*Y
end
end ;

To, Ze horni mez intervalu pro NEZAPCELA bychom méli specifikovat nejvétsim
ptirozenym cislem, jehoz faktorial je jeSté v danych podminkéch zobrazitelny, je zatim z naseho
hlediska méné vyznamné. UvaZujme vSak, Ze tato rekursivni funkce je voldna v jiné rutiné napf.
ptikazem

write (FACT (3))

Kdyz volajici rutina vold FACT, tak parametru N je pfifazena hodnota 3. Protoze v§ak N
je rizné od 0, tak lokalni proménné X je pfifazena hodnota 2 a pak je volana FACT, ovSem s
argumentem 2. TudiZ se znovu opakuje vstup do bloku FACT a lokalni proménné X a Y a
parametr N volany hodnotou jsou znovu alokovany, pficemz jejich plvodni alokace se
zachovava. Tedy pokazdé, kdyZ je rekursivné volana funkce FACT, tak se alokuje novd mnoZina
lokélnich proménnych a parametrii volanych hodnotou a pouze tato novd mnoZzina muze byt

referencovana uvnitf tohoto volani FACT. Navrat z FACT do bodu piedchoziho volani uvoliiuje
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Kap. 3 : Mechanismus rekurse

nejnovejsi alokaci téchto proménnych a aktivizuje predchozi alokaci téchto proménnych. Takovy
mechanismus je pak realizovan pomoci zasobniku. Pii kazdém vstupu do rekursivni rutiny se
nova alokace jejich proménnych umisti do zasobniku a kazdy odkaz na lokalni proménné je pies
aktualni vrchol zasobniku. Kazdy navrat z rekursivni rutiny znamena odbér ze zasobniku, takze
aktualni vrchol 1ze uzit pro odkaz na predchozi alokaci.

Pro nas ptiklad je vSe ilustrovano na obr. 1. Inicializace zasobniku je na obr. la -
zasobnik je prazdny. Situaci po prvnim voléni ilustruje obr. 1b. Proménné X, Y jsou alokovany,
ale zatim nejsou inicializovany (to je na obr. 1b vyznaceno hvézdi¢kami). Protoze N <> 0, tak X
se prifadi hodnota 2 a znovu se vold FACT, ale s argumentem 2 (viz obr. 1c). Dale pak na obr. le
je zachycena situace po volani FACT s argumentem 0. V tom piipadé v§ak FACT vrati do mista
volani hodnotu 1, proménné alokované pro FACT (0) se uvolni a proménné Y alokované pfi
volani FACT (1) se pfifadi hodnota 1 (viz obr. 1f).

U**
1** 10*
2 1*|* 2111 * 211 *
J|*1F J121*| |312]* 31 2] *
N X Y N X Y N X Y N X Y N X Y
a) b) c) d) e)
1101 1
21 1] * 21111
31 2] * 3| 2| *
N X Y N X Y N X Y N X Y
f) g) h) i)
obr. 1

Pak se provede ptikaz FACT := N * Y vynasobenim hodnot N a Y na vrcholu
zasobniku. Tato hodnota (1) se vrati do mista volani FACT (2), uvolni se alokace pii volani
FACT (1) a hodnoté Y alokované pti volani FACT (2) se ptifadi tato vracena hodnota (obr. 1g).
Analogicky proménné Y alokované pii volani FACT (3) se ptifadi hodnota 2 (obr. 1h). Po
vynasobeni N a Y na vrcholu zasobniku se uvolni alokace pro FACT (3) a ziskana hodnota se

vrati do volajici rutiny, kde je ptikazem write ( FACT (3) ) zapséna do souboru output.
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Jednoduseji Ize rekursivni funkci FACT zapsat ve tvaru :
function FACT (N : NEZAPCELA ) : KLADNACELA ;
begin
if N <2 then FACT :=1
else FACT =N*FACT(N-1)
end ;

Zde je ovSsem rozdil mezi uzitim FACT na levé a pravé strané piikazu ptifazeni v Casti
else ptikazu if. Odkaz na FACT na levé stran¢ je odkaz na lokalni proménnou, kdezto odkaz na
pravé stran¢ je rekursivni volani funkce FACT. Tim se vyhneme explicitnimu uziti lokdlnich
proménnych X (pro hodnotu N-1) a Y (pro hodnotu FACT (X)). OvSem pti kazdém volani
rekursivni funkce FACT je provedena alokace pro tyto dvé hodnoty stejné, jako pfi explicitnim
pouziti lokalnich proménnych.

Jinym ptikladem je Fibonacciho posloupnost, definovana rekursivné nésledovné :

fib(n)=fib(n-1)+fib(n-2), pro, n>2
fib(n)=n ,pron=0 V 1
Rekursivni funkci pro ur¢eni Fibonacciho ¢isel miizeme zapsat nasledovné :
function FIB ( N: NEZAPCELA ) : NEZAPCELA ;
begin
if N<=1 then FIB:=N
else FIB:=FIB(N-1)+FIB(N-2)
end ;

Pro snazsi pochopeni procesu vkladani a odebirani ze zasobniku radéji explicitné

uzijeme lokélni proménné :
function FIB (N : NEZAPCELA ) : NEZAPCELA ;
var X, Y : NEZAPCELA ;
begin
if N<=1 then FIB :=N
else begin X :=FIB(N-1);Y:=FIB(N-2);
FIB=X+Y
end

end ;
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Kap. 3 : Mechanismus rekurse

Kdybychom nyni chtéli postupné ilustrovat operace nad zasobnikem, dostali bychom
schéma podle obr. 2.

1 * *
21 * * 21 * *
3 % * 3 * * 3 % %
4 % | = 4 1% * 4| * * 4] * *
N X Y N X Y N X Y N X Y N X Y
a) b) c) d) e)
ol~* *
211 * 2 * 2 1 0 1 * *
3] * * 3| * * 3 ® 311 * 311 ®
4| * * 4| * * 41 * * 41 * * 4|~ *
N X Y N X Y N X Y N X Y N X Y
f) g) h) i) )
1 * | =
31111 21 *|* 21*1* 211 ] *
4 * 4 * 4 * 4 * 412]°*
N X Y N X Y N X Y N X Y N X Y
k) l) m) n) 0)
U * *
211 °* 211
412 * 412 * 41211
N X Y N X Y N X Y N X Y
P) Q) r) s)
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Kap. 3 : Mechanismus rekurse

Ctenaf necht se nyni pokusi sim postupné ilustrovat operace nad zasobnikem v piipadg,
ze funkci FIB zapiSeme nasledovné :
function FIB (N : NEZAPCELA ) : NEZAPCELA ;
var X, Y : NEZAPCELA ;
begin
if N<=1 then FIB :=N
else begin X :=FIB(N-2);
Y =FIB(N-1);
FIB:=X+Y
end
end ;

Jist¢€ je na prvni pohled patrné, jak komplikované je v uvedenych prikladech realizovan
vypocet na bazi rekursivnich algoritmti. To ovSem neni mozné generalizovat, pozdéji uvidime,
jak elegantné a efektivné lze nékteré ulohy fesit pravé pomoci rekursivnich rutin. V uvedenych
dvou prikladech bychom jisté pouzili iteracnich algoritmi. Tak napt. Fibonacciho posloupnost je

0,1,1,2,3,5,8,13,21, e
a jiz z definice vidime, Ze kazdé Fibonacciho ¢islo (n>2) dostaneme sectenim dvou
Fibonacciho ¢isel bezprosttedné piedchazejicich hledanému v dané posloupnosti. Z toho plyne i
nasledujici zapis nerekursivni funkce :

function FIB (N : NEZAPCELA ) : NEZAPCELA ;

var X, MENSI, VETSI, : NEZAPCELA ;

begin
if N<=1
then FIB:=N
else begin
MENSI :=0; VETSI =1 ;
for I :=2 to N do
begin
X := MENSI ; MENSI := VETSI ;
VETSI := X + MENSI
end ;
FIB := VETSI
end
end ;

Vratme se nyni k diive popsanému rekursivnimu algoritmu pro bindrni vyhledavani a

zapiSme rekursivni funkci, ktera ndm pro vyhledavany prvek X v poli se slozkami typu integer od
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A[DOLNI] do A[HORNI] vrati jeho index v poli (resp. 0, pokud v daném useku pole prvek neni).
Uvazujme nejprve tyto globalni definice :
const MAX =500 ;
MAXPLUSI =501 ;
type POLE =array [1.MAX] of integer ;
INDEX = 0..MAXPLUSI ;
Rekursivni funkci pak lze zapsat nasledovné :
function BINVYH( A:POLE ; X:integer ; DOLNI, HORNL:INDEX ) : INDEX ;
var STR : INDEX ;
begin
if DOLNI > HORNI
then BINVYH :=0

else begin
STR :=( DOLNI + HORNI ) div 2 ;
if X=A[STR]

then BINVYH :=STR
else if X <A[STR]
then BINVYH :=BINVYH (A, X, DOLNI, STR-1)
else BINVYH :=BINVYH (A, X, SR+ 1, HORNI)
end
end ;

Parametry DOLNI, HORNI jsou intervaly z typu integer od 0 do MAXPLUSI, protoze
kdyz X < A[1], tak pfi poslednim rekursivnim volani bude mit HORNI hodnotu 0, nebo naopak
kdyz X > A[MAX], tak pii poslednim rekursivnim volani bude mit DOLNI hodnotu
MAXPLUSI.

Pokazdé¢, kdyz je volana rekursivni funkce BINVYH, tak se do zasobniku ukladaji téz
vSechny hodnoty pfedavané formalnim parametrim, tudiz i hodnoty slozek pole A a parametru
X. Ovsem hodnoty A 1 X se béhem vypoctu neméni, a je proto zcela zbyte¢né "kopirovat" stale
stejné hodnoty pii kazdém volani rekursivni funkce. Regeni tohoto nedostatku je mozné provést
dvojim zplGsobem. Prvni moznost spofiva v zavedeni globdlnich proménnych A a X,
deklarovanych v bloku, kde je funkce BINVYH jako subblok (pouziti externich proménnych je

bézné v jazyku C). Pak deklara¢ni ¢ast bude obsahovat deklarace :

var A :POLE;

X : integer ;
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function BINVYH ( DOLNI, HORNI : INDEX ) : INDEX ;
a v operacni ¢asti tohoto bloku lze zapsat napt. piikaz
[:=BINVYH (2, MAX-1)

Predevsim z formalnich a estetickych diivodd je vSak lepsi v Pascalu zapsat funkci
BINVYH jako nerekursivni, ktera vold interni rekursivni funkci POMVYH se 2 parametry
vymezujicimi usek pole pro vyhledavani :

function BINVYH ( var A : POLE ; X : integer ; DOLNI, HORNI : INDEX )
: INDEX ;
function POMVYH (D, H: INDEX ) : INDEX ;
var STR : INDEX ;
begin { POMVYH }

if D>H
then POMVYH =0
else begin
STR:=(D+H) div 2;
if X=A[STR]
then POMVYH :=STR
else if X <A[STR]
then POMVYH :=POMVYH (D, STR-1)
else POMVYH :=POMVYH ( STR+1, H)
end

end { POMVYH } ;
begin { BINVYH }
BINVYH :=POMVYH ( DOLNI, HORNI )
end { BINVYH };
Uvedenou rekursivni verzi snadno piepiSeme na nerekursivni tim, Ze meze useku pole,
ve kterych se provadi vyhledavani, vyjadiime explicitné :
function BINVYH (var A : POLE ; X : integer ; DOLNI, HORNI : INDEX )
: INDEX ;
var NALEZ : boolean ;
STR : INDEX :
begin
NALEZ := false ;
while not NALEZ and ( DOLNI <=HORNI ) do
begin
STR := ( DOLNI + HORNI ) div 2 ;
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if X=A[STR]
then begin
NALEZ :=true ; BINVYH := STR
end
else begin
if X <A[STR]
then HORNI :=STR - 1 else DOLNI := STR + 1
end
end ;
if not NALEZ then BINVYH =0
end ;
Az dosud jsme se zabyvali pfipady, kdy néjaka procedura nebo funkce volala sebe
samotnou. V takovych ptipadech pak mluvime o tzv. pfimé rekursi. K rekursi v§ak mtze dojit 1

nepiimo, kdyz napt. néjaka procedura A vola jinou proceduru B, ktera vola proceduru A :

procedure A ( formalni parametry ) ; procedure B ( formalni parametry ) ;
begin begin
B (argumenty ) ; A (argumenty ) ;
end ; end ;

Procedura A tedy vold jinou proceduru B a provétujeme-li proceduru A samotnou, tak
nelze urcit, ze bude volat sebe samotnou neptimo (prostfednictvim procedury B). Na nepiimé
rekursi se miize podilet vice rutin, napt. A vola B, B vold C, C vola D a D vola A. Pak kazda z
rutin A, B, C a D mlZe nepfimo volat sebe samotnou a je tedy rekursivni. Misto nepfima se
pouziva i terminu vzajemna rekurse.

Pro nepfimou rekursi plati v jazyku Pascal zvlastni pravidlo, nebot’ procedura nebo
funkce musi byt vSeobecné deklarovéana dfive, nez je na ni odkazovano (v jazyku C feSime tuto
zalezitost pomoci prototypt funkci zcela bézn¢€). V naSem piiklade vSak A nelze deklarovat diive
nez B, protoZe v A je odkaz na B a také B nelze deklarovat diive nez A, nebot’ B obsahuje odkaz

na A. V jazyku Pascal se tento rozpor fesi predsunutou deklaraci s direktivou forward :
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procedure A ( formalni parametry ) ; forward ;
procedure B ( formalni parametry ) ;
{ blok B } ;
procedure A ;
{ blok A };
Pti zapisu bloku A nejsou formalni parametry v zahlavi A predeklarovany.

Jako priklad nepiimé rekurse 1ze uvést rekursivni definici algebraickych vyrazu. Tato
zjednodusena definice necht’ je nasi konvenci a Ctenaf necht’ ji porovna s odpovidajicimi
syntaktickymi diagramy jazyka Pascal :

1.  Vyraz je term nasledovany znakem plus, za kterym nasleduje term, nebo je to
term samotny.

2.  Term je faktor nasledovany znakem hvézdi¢ka, za kterym nasleduje faktor,
nebo je to faktor samotny.

3. Faktor je bud’ pismeno nebo vyraz uzavieny v okrouhlych zavorkach.

Vidime, ze vyraz je definovan pomoci termu, term pomoci faktoru a faktor pomoci
vyrazu. Tudiz Gplnd mnozina definic tvofi nepiimou rekursi.

Tak napt. A, B, C, .... jsou faktory. Protoze term muze byt faktor samotny, jsou to
rovnéz termy, a tudiz jsou to také vyrazy. Protoze A je vyraz, tak (A) je faktor, a tudiz jak term,
tak i1 vyraz. OvSem napi. A+B je vyraz, ale neni to ani term, ani faktor. Naproti tomu (A+B) je
faktor, term i1 vyraz. A*B je term, tudiz i vyraz, ale neni to faktor. A*B+C je vyraz, nikoliv term
nebo faktor. A*(B+C) je term i vyraz, ale neni to faktor. To byly ptiklady spravnych zapista s
ohledem na nas$i definici. Spravné vSak z hlediska nasi definice nejsou zapisy reprezentované
témito fetézci znak :

A+*B , A+B+C , ( A+B*)C

NapiSeme nyni program, ktery precte a vytiskne fetézec znakl a poda zpravu, zda tento
fetézec reprezentuje spravny ¢i nespravny algebraicky vyraz (dle nasi definice). Pouzijeme
pomocnou funkci VEMZNAK, kterd pouziva globdlni proménné RETEZ, DELKA a POS.
Slozky pole RETEZ obsahuji vstupni posloupnost znakii délky DELKA, zatimco POS ukazuje
na slozku pole RETEZ, kterou pro vraci funkce VEMZNAK, zatimco pro POS >
DELKA vraci tato funkce prazdny znak.

Funkce VYRAZ, TERM a FAKOR jsou rekursivni a realizuji vypocet podle diive
uvedené definice algebraickych vyrazl. Pouzivaji globdlni proménné RETEZ a POS. Vrati-li
funkce VYRAZ hodnotu true, tak hodnota proménné POS ukazuje na tu slozku pole RETEZ,
ktera s ptedchazejicimi slozkami pole RETEZ tvofi spravny zapis algebraického vyrazu. Aby byl
cely zéapis spravny, musi byt také POS = DELKA. To lze demonstrovat na ptikladech :
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RETEZ DELKA POS VYRAZ
(A) 3 3 true
A*B+C 5 5 true
A+*B 4 3 false
(A+B™)C 7 6 false
A+B+C 5 3 true
A+B*CD 6 5 true

Tak, jak je zapsana procedura CTIRETEZ, nemlZe byt v zdpisu vyrazu prazdny
znak. Ctenaf necht si prepiSe dale uvedeny program tak, Ze zapis kazdého vyrazu bude ukonéen
znakem stfednik a mezery v zapisu vyrazu jsou bezvyznamné.

program KONTROLA ( input, output ) ;

const MAX =80 ;

MAXPLUSI =81 ;
type POLEZNAKU = packed array [1..MAX] of char ;
INDEX =0.MAX;
var RETEZ:POLEZNAKU ;
DELKA, I : INDEX ;
POS : 0.MAXPLUSI ;
OK : boolean ;
function VEMZNAK : char ;
begin { VEMZNAK }
POS =POS +1;
if POS > DELKA then VEMZNAK ="' else VEMZNAK := RETEZ[POS]
end { VEMZNAK } ;

function FAKTOR : boolean ; forward ;

function TERM : boolean ; forward ;

function VYRAZ : boolean ;

var OK : boolean ;
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C : char;
begin { VYRAZ }
{ Najditerm : } OK := TERM ;
if not OK
then { neex. vyraz } VYRAZ := false
else begin
{ Prohlédni dalsi symbol : }
C = VEMZNAK ;
if C<+
then { Byl nalezen nejdelsi vyraz, vrat’ POS na posledni znak
vyrazu : } begin POS :=POS -1; VYRAZ :=true end
else { Nalezen term nasledovany znakem +, najdi jiny term }
begin
OK :=TERM ;
if OK then VYRAZ := true else VYRAZ := false
end
end
end { VYRAZ } ;

function TERM ;
var OK : boolean ;
C :char;
begin { TERM }
OK :=FAKTOR ;
if not OK
then TERM := false
else begin
C := VEMZNAK ;
if C<>™
then begin POS :=POS - 1 ; TERM := true end
else begin
OK :=FAKTOR ;
if OK then TERM :=true else TERM := false
end
end
end { TERM };
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function FAKTOR ;
var OK : boolean ;
C : char;
function PISMENO ( C : char ) : boolean ;
begin { PISMENO }
if (C>='A") and (C<='Z")
then PISMENO :=true else PISMENO := false
end { PISMENO };
begin { FAKTOR }
C :=VEMZNAK ;
if C<>'(
then { Kontrola, zda nasleduje pismeno }
if PISMENO ( C) then FAKTOR :=true else FAKTOR := false

else { Faktor mize byt vyraz }

begin
OK :=VYRAZ;
if not OK then FAKTOR := false
else begin
C:=VEMZNAK ;
if C<>")
then FAKTOR := false else FAKTOR := true
end
end

end { FAKTOR } ;

procedure CTIRETEZ ( var RETEZ : POLEZNAKU ; var DELKA : INDEX) ;
var 1:INDEX;
begin { CTIRETEZ }
1:=0;
while (I<MAX)and (input <>'')do
begin
I:=1+1;RETEZ[I] := input ; get ((input )
end ;
DELKA =1
end { CTIRETEZ };

Véchet, V. : Rekurse



Kap. 3 : Mechanismus rekurse

begin { KONTROLA }
CTIRETEZ ( RETEZ, DELKA ) ;
for I := 1 to DELKA do write (RETEZ[I] ) ;
writeln ;
POS :=0; 0K :=VYRAZ:
write ('Vyrazje ') ;
if OK and ( POS = DELKA ) then write (‘spravny' ) else write ( 'nespravny') ;
write ('  POS=, POS :3,' OK=',0K);
end { KONTROLA }.

Poznamka : U rekursivnich podprogramt je tfeba velmi obezietné pouzivat
formalni parametry volané odkazem (v Pascalu). Tak napt. nasledujici zapis funkce FACT
je chybny jiz proto, Ze jako argument odpovidajici formalnimu parametru volanému
odkazem je vyraz N-1 :

function FACT ( var N : NEZAPCELA ) : KLADNACELA ;
begin
if N < 2 then FACT =1
else FACT =FACT(N-1)*N
end ;

Nasledujici zapis je sice formalné spravny, nicméné v tomto pripadé nam bude

funkce misto hodnoty N! vracet hodnotu 2N-1

function FACT ( var N : NEZAPCELA ) : KLADNACELA ;

begin
if N < 2 then FACT =1
else begin
N:=N-1;FACT:=FACT(N)*(N+1)
end
end ;

Je tfeba si uvédomit, ze tato verze funkce FACT pouzivda N v podstaté¢ jako
globalni proménnou, jejiz hodnotu méni na 1 a tudiz néjaké lokalni proménné
reprezentujici vyraz (N+1) je po navratu z rekursivnich volani pfifazovana hodnota 2.
Vyjaditeme explicitné lokalni proménné pro tento piipad :

function FCAT (var N: NEZAPCELA) : KLADNACELA ;
var X, Y : KLADNACELA ;
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begin
if N < 2 then FACT =1
else begin
N:=N-1;
X =FACT(N);
Y =N+1;
FACT =X*Y
end
end ;

Pro dtive uvedeny priklad write ( FACT (3) ) pak mizeme schematicky znazornit

operace nad zasobnikem podle obr. 3.

& &
& & E] £ 1 2
* * * & * * * & 2 2
X Y X Y X Y X Y X Y X Y X Y
N=3 N=2 N=1 N=1 N=1 N=1
obr. 3

Z toho je zifejmé, ze bychom potiebovali odkladat do zdsobniku hodnoty vyrazu (N+1),
¢ehoz vSak mizeme dosdhnout zdménou potadi operandii v operaci ndsobeni. Tudiz

nasledujici verze rekursivni funkce FACT by méla spravny efekt, nebot” do mista volani

vraci N! :

function FACT ( var N : NEZAPCELA ) : KLADNACELA ;

begin

if N <2 then FACT =1
else begin
N:=N-1;FACT:=(N+1)*FACT(N)
end
end ;

Neni ovSem vylouceno, Ze takovou zaménu potfadi operandi by mohly vykonat i

kompilatory ve fazi optimalizace vnitini formy programu.
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Cviceni
1. Uvazujte nasledujici rekursivni funkei v jazyku Pascal :
function FUNC (N : NEZAPCELA ) : NEZAPCELA ;
begin
if N=0 then FUNC:=0
else FUNC:=N+FUNC(N-1)
end ;

Urcete, jakou hodnotu bude funkce vracet a napiste stejnou funkci v iteracni verzi.
2. Euklidtv algoritmus pro urceni nejvétsiho spolecného délitele dvou celych kladnych ¢isel
1ze zapsat ve tvaru :
HCF(m,n) =[(n > m) - HCF(n,m),(n =0) - m,HCF(n,m mod n)]
Napiste rekursivni funkei pro vypocet HCF.
3. Pro nalezeni maximalniho prvku pole A od indexu D do H napiSte nerekursivni funkci,

ktera bude volat pomocnou interni rekursivni funkci (viz cvi€eni 2 v ptedchozi kapitole).
4, Zobecnéna Fibonacciho posloupnost s argumenty f a fj je posloupnost ¢isel fib,(f(.f1,0),

fib(fo,f1,1), fib(fo,f1,2), oeeeeee , kde
fib,(fo,f1,n) = fib,(fp,f1,n-1) + fib,(fy,f1,n-2) , n> 1,
fib,(fo,f1,n) = fg, n=0,
fib,(fo.f;,n)=f1, n=1.
Pro vypocet fib,(fo,f1,n) napiste funkci a to jak v rekursivni, tak i iteracni verzi.
5. Ackermannova funkce je definovana néasledovné :
A(m,n)=[(Mm=0) > n+1,(n=0) > A(m-1,1), A(m -1, A(m,n-1))].
a) Z definice urcete ru¢né hodnotu A(2,2) - vysledek je 7.
b) Napiste rekursivni funkei pro vypocet hodnot A(m,n).
c) Jiz pro mald m, n je rekursivni algoritmus tak pomaly, Ze je prakticky nepouzitelny
(vyzkousejte na A(4,4) ). Dokazete nalézt iteracni algoritmus pro uréeni A(m,n) ?
6. Modifikujte v textu uvedeny program KONTROLA tak, ze zapis kazdého vyrazu bude
ukoncen znakem stfednik a mezery v zapisu vyrazu budou nevyznamné.
7. Ve vstupnim souboru input jsou zapsadny hodnoty typu integer. NapiSte rekursivni rutinu,
ktera precte tyto hodnoty ze souboru input a zapiSe do souboru output tytéZz hodnoty, ale v

opa¢ném portadi.
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4. POUZITI REKURSE

Ziejm& neni obtizné k rekursivné definovanému algoritmu vytvofit odpovidajici
rekursivni rutinu. Mnohem obtiznéjsi je vSak nalézt takova tfeSeni, kdyZ je specifikovan pouze
problém. Rekursivni definice napt. funkce faktoridl je vSeobecné zndma, ovSem iteracni feSeni
tohoto problému se nabizi samo a bude efektivnéjsi. Naopak jiné nerekursivné definované
problémy lIze elegantné fesit jen pomoci rekursivnich technik. V jejich principu je redukce
néjakého "komplexniho" problému na feSeni t€hoz jednodussiho problému. Tato redukce vede k
feSeni problému, které je déno a priori.

Déle uvedené ptiklady demonstruji vyhody rekursivnich technik pti feSeni relativné

slozitych problémd.

4.1 Problém Hanojskych vézi

Problém Hanojskych vézi patii mezi klasické matematické problémy. Neni specifikovan
rekursivng, ale pravé pomoci rekursivni techniky Ize tento problém neobycejné elegantné tesit.

Mame k dispozici 3 jehly A, B a C a n disktl rizného priméru, které Ize na jehly nasadit.
Vychozi situaci zndzorfiuje obr. 4a - disky jsou navleceny na jedné jehle tak, ze tvoii véz, ktera se
smérem vzhiiru zuzuje. Ukolem je pfemistit disky na druhou jehlu (napf. C) s pouzitim tieti
pomocné jehly (napi. B), pficemz pii pfemisténi se musi dodrzet :

& v kazdém kroku lze pfemistit pouze jeden disk (z vrcholu véze) a to vzdy jen z jehly
na jehlu (disky nelze odkladat mimo jehly),
& nelze polozit disk vétsiho priméru na disk mensiho praméru.

Necht' v nasem ptiklad¢ podle obr. 4 chceme ptemistit 5 diskl z jehly A na jehlu C (pfi
dodrzeni vyse uvedenych podminek) a predpoklddejme, zZe zname toto feSeni pro 4 disky. Tim
ovSem zname i feSeni, jak premistit 4 disky z vrcholu véze na jehle A na jehlu B s vyuzitim jehly
C jako pomocné jehly (vysledek znazornuje obr. 4b). Pak ovSem miizeme disk nejvétSiho
praméru piemistit z jehly A na prazdnou jehlu C (obr. 4¢) a konecné s vyuzitim znalosti feSeni
pro 4 disky pfemistit 4 disky z jehly B na jehlu C pouzitim jehly A jako pomocné jehly (viz obr.
4d).

Obecné tedy feSeni pro n diskii budeme formulovat ve vztahu k feSeni pro n-1 diskda,
pic¢emz pro n = 1 je feSeni trividlni. Rekursivni feseni problému Hanojskych vézi 1ze tudiz popsat
nasledovné :

if n =1
then "Pfemisténi disku z jehly A na jehlu C"
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else begin
"Pfemisténi n-1 diskl z jehly A na jehlu B uzitim pomocné jehly C";
"Pfemisténi zbyvajiciho disku z jehly A na jehlu C" ;
"Pfemisténi n-1 diskl z jehly B na jehlu C uzitim pomocné jehly A";

end

a) A I B c
b) A B c
c) A B I

¢ 2. £ e

d) A B c

obr. 4

Ziejm¢ jiz neni velkym problémem zapsat uvedeny algoritmus jako rekursivni

podprogram. Nicméné vSak problém Hanojskych vézi musime zadat konkrétné s ohledem na
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pozadované vstupy a vystupy. Mohli bychom napt. pozadovat, aby jednotlivé disky byly

" "

oznaceny barvami "bily", "Cerveny", modry" atd., nebo jehly misto pismen jejich vzajemnou
polohou "vlevo", "uprostfed", "vpravo" apod. To vse je vSak véci konvence. Sta¢i, kdyZz na
vstupu zaddme pocet diskli n a vystup budeme pozadovanym zptisobem konvertovat. Tak napf.
ponechame oznaceni jehel jako v uvedeném piikladé A, B a C a jednotlivé disky oznac¢ime Cisly
1, 2,3, ..., n tak, Ze disk nejmensiho praméru ma ¢islo 1, zatimco disk nejvétsiho praiméru Cislo
n. NapiSeme potom nasledujici program, za nimz je patrny tvar vystupu pro n = 5.

program VEZE ( input, output ) ;

type POCETDISKU = I..maxint ;

var N :POCETDISKU ;

procedure HANOJSKEVEZE ( N : POCETDISKU ;
ODKUD, KAM, POMOCI : char) ;
if N=1
then writeln ( 'Prenes disk', N:3, "' z jehly', ODKUD:2, ' na jehlu', KAM:2 ) ;
else begin
HANOJSKEVEZE ( N-1, ODKUD, POMOCI, KAM ) ;
writeln ('Prenes disk’, N:3, ' z jehly', ODKUD:2, ' na jehlu', KAM:2 ) ;
HANOJSKEVEZE ( N-1, POMOCI, KAM, ODKUD ) ;
end

end ;

begin { VEZE }
read (N) ; HANOJSKEVEZE (N, 'A",'C','B")
end { VEZE } .

Prenes disk 1 z jehly A na jehlu C
Prenes disk 2 z jehly A na jehlu B
Prenes disk 1 z jehly C na jehlu B
Prenes disk 3 z jehly A na jehlu C
Prenes disk 1 z jehly B na jehlu A
Prenes disk 2 z jehly B na jehlu C
Prenes disk 1 z jehly A na jehlu C
Prenes disk 4 z jehly A na jehlu B
Prenes disk 1 z jehly C na jehlu B
Prenes disk 2 z jehly C na jehlu A
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Prenes disk 1 z jehly B na jehlu A
Prenes disk 3 z jehly C na jehlu B
Prenes disk 1 z jehly A na jehlu C
Prenes disk 2 z jehly A na jehlu B
Prenes disk 1 z jehly C na jehlu B
Prenes disk 5 z jehly A na jehlu C
Prenes disk 1 z jehly B na jehlu A
Prenes disk 2 z jehly B na jehlu C
Prenes disk 1 z jehly A na jehlu C
Prenes disk 3 z jehly B na jehlu A
Prenes disk 1 z jehly C na jehlu B
Prenes disk 2 z jehly C na jehlu A
Prenes disk 1 z jehly B na jehlu A
Prenes disk 4 z jehly B na jehlu C
Prenes disk 1 z jehly A na jehlu C
Prenes disk 2 z jehly A na jehlu B
Prenes disk 1 z jehly C na jehlu B
Prenes disk 3 z jehly A na jehlu C
Prenes disk 1 z jehly B na jehlu A
Prenes disk 2 z jehly B na jehlu C
Prenes disk 1 z jehly A na jehlu C

Predpokladejme nyni, Ze n€jaka rutina vola uvedenou proceduru ptikazem
HANOJSKEVEZE( 2,'A','C','B").
Pribéh vypocétu pak mizeme ilustrovat podle obr. 5 ( O je zkratka pro ODKUD, K pro

KAM, P pro POMOCI, udaje za out: znamenaji zapis integeru a dvou znaki do souboru output ).
Pro slozitéjsi ptiklad HANOJSKEVEZE(3,'A','C'",'B") je analogické schéma na obr.6.
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1|AB|C
2]A|C B 2]A|C|EB 2]A|C B
N OK P N O K P N OK P

N O K P
a) b) cjout: 1AB d) out : 2AC e) out : 1BC
2]A|C|B
N OK P N O K P
f) a)
obr. 5
1|A|C|E
2|A|B]C 2]A|E]JC 2|A|B]C
3]A|C]B 3]A|C]B 3]A| C]B 3|]A|C]B
N O K P N O K P N O K P N O KP N O K P
a) b) c) d) out : 1AC e) out : 2AB

1|J]C|BJA 1B JA]C
2]JA|B]JC 2 JA]JEB]C 2B JCJA 2]IBJ]C]A
3JA]lC|B JJA|JC]E 3JA|C]E J|JA]C]|E 3|]A]|C|B
N O K P N O K P N O K P N O K P N O K P

f) out : 1CB a) h) out : 3AC i) j)out : 1BA

1JA B |]C

2IBJClA 2 BJC]A 2B JC]A
3]JA|C]B JJA|JC|E 3JA|C]E J|A]C|E
N O K P N O K P N O K P N O K P N O K P

k) out : 2BC ) out : 1AB m) n) o)

obr. 6
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Je téz pravda, ze prenaset na vystup né¢jaké oznaceni diskll neni viibec nutné. Staci, kdyz
vime z jaké jehly se ma disk premistit a tim je pak i ddno, o jaky disk jde (vysledkem feseni v
predchozich krocich, resp. inicializovanym stavem). Tak napft. pfitad'me jehlam misto pismen A,
B a C ¢isla 1, 2 a 3, ale vystup konvertujme tak, Ze oznaceni jehel bude "vlevo", "uprostied" a
"vpravo". Oznaceni diskii nebudeme na vystup prenaset. Dale je pak uvedena jedna z moznosti
upravy programu VEZE :
program VEZE (input, output ) ;
type POCETDISKU = I..maxint ;
JEHLA=1.3;

var N :POCETDISKU ;

procedure HANOJSKEVEZE ( N : POCETDISKU;
ODKUD, KAM, POMOCI : JEHLA ) ;

procedure PRENES1DISK ;
procedure TISKJEHLY (JAKE : JEHLA);
begin { TISKJEHLY }
case JAKE of

1 : write (

m

vlevo":11);

m

2 : write ( "'uprostred" ) ;

m

3 : write ("'vpravo™:11)
end
end { TISKJEHLY );
begin { PRENESIDISK !
write ( 'Prenes disk z jehly, ktera je ') ;
TISKJEHLY ( ODKUD ) ;
write (' na jehlu, ktera je') ;
TISKJEHLY (KAM ) ;
writeln
end {PRENESIDISK };
begin { HANOJSKEVEZE }
if N=1
then PRENES1DISK
else begin
HANOJSKEVEZE (N - 1, ODKUD, POMOCI, KAM ) ;
PRENESIDISK ;
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HANOJSKEVEZE (N - 1, POMOCI, KAM, ODKUD )
end
end { HANOJSKEVEZE } ;
begin { VEZE }
read (N ) ; HANOJSKEVEZE (N, 1,3,2)
end { VEZE }.

4.2 Problém osmi dam

Problém osmi dam je definovan nasledujicim zpGsobem. Na Sachovnici je tieba
rozmistit osm dam tak, aby zadna dama neohrozovala né¢jakou jinou damu. Jedno z moznych

feseni je uvedeno na obr. 7.

1 2 3 4 5 [ 7 8
: W
[\l

obr. 7
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Podle pravidel sachové hry dama ohrozuje figury, které se nachéazeji na stejném tadku,
sloupci a diagonalach Sachovnice. Da se ukézat, ze celkem existuje 92 moznych feSeni daného
problému, pokud vSak zohlednime symetrie feSeni, tak existuje 12 zasadn¢ rozdilnych feSeni.
Napt. z obr. 7 lze snadno odvodit dalsi symetrickd feSeni. Na rozdil od bézné pouzivaného
oznacovani Sachovych poli (napf. sloupce a az h) je zde uzito "nestandardniho" oznaceni, které
bude vyhovovat z hlediska dalsich potfeb vypoctu.

Déle uvedeny algoritmus patii do skupiny algoritmi prohledavani s navratem a v
hrubych rysech jej Ize zapsat takto :

1. begin { Umisténi i-té damy }

2. "Inicializace pozic pro umisténi i-té damy" ;

3. repeat

4. "Vyber dalsi pozici" ;

5. if "Vybrana pozice pfijatelna"

6. then begin "Umisti ddmu na vybranou pozici"

7. if "Nejsou umistény vSechny damy"

8. then begin "Umisténi (i+1) damy"

9. if "Umisténi (i+1) damy bylo netspésné"
10. then "Zru§ umisténi i-t¢ damy"

11. end

12. end

13. until "VSechny pozice jsou vycCerpany" or "Umisténi (i+1) damy bylo Gspésné"

14 end { algoritmu }
Rekursivni volani algoritmu je v fadku 8.

V kazdém sloupci (ale i1 fadku a diagonale) miize byt pouze jedna dama. Proto volbu
pozice i-t¢ damy lze omezit na i-ty sloupec, pficemz druhy index j bude oznacovat fadek a bude
slouzit pro vybér jedné z osmi moznych pozic. Abychom si usnadnili kontrolu, zda vybrana
pozice je ptijatelna (fadek 5), tak pouzijeme tyto deklarace :

var X :array [1..8] of integer ;
R: array [1..8] of boolean;
D1: array [2..16] of boolean ;
D2: array [-7..7] of boolean ;

kde znamenj :

X[ - pozici damy v i-tém sloupci ,

R[J] - true, neni-li v j-tém tadku zadna dama,

DI1[K] - true, neni-li Zadna dama na k-té diagonale s orientaci / ,
D2[K] - true, neni-li Zadna dama na k-té diagonale s orientaci \ ,
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Na vSech diagonalach D1 jsou konstantni souéty soufadnic i + j, zatimco na vSech

diagonalach D2 jsou konstantni rozdily soufadnic i - j. Tak napf. podle obr. 7 je vysledny vektor

feSenir X =(2,4,6,8,3,1,7,5), DI[10] = true (tedy na této diagonale neni zZddna dama),
D2[-5] = false, protoze X[6] =1 atd. Pak logicky vyraz "Vybrana pozice pfijatelna" zapiSeme

R[J] and DI[I+]J] and D2[I-J] ,
ptikaz "Umisti ddmu na vybranou pozici" sekvenci ptikazi

X[I]:=17J; R[J] :=false ; D1[I+]] := false ; D2[I-]J] := false
a prikaz "Zru$ misténi i-té damy" sekvenci ptikazl

R[J] :=true ; D1[I+]] := true ; D2[I-J] := true

Logické vyrazy "Umisténi (i+1) damy bylo uspé$né", "Umisténi (i+1) damy bylo

neuspésné" nahradime hodnotami typu boolean, které nam bude rekursivni rutina vracet do mista

volani. Procedura OSMDAM zapise do vystupniho souboru output vygenerované feseni (v naSem

—

piipad¢ vektor X =(1,5,8,6,3,7,2,4)).

procedure OSMDAM ;
var [:integer; U: boolean ;

X : array [1..8] of integer ;

R : array [1..8] of boolean ;

D1: array [2..16] of boolean ;

D2: array [-7..7] of boolean ;
procedure UMISTI ( I : integer ; var U : boolean ) ;
var ] : integer ;
begin { UMISTI }

J=0;

repeat

J=J+1;U:=false;
if R[J] and DI[I+J] and D2[I-J]
then begin
X[I] :=J; R[J] := false ; DI[I+]] := false ; D2[I-]] := false ;
if <8
then begin
UMISTI (I+1,U);
if not U
then begin
R[J] :=true ; DI[I+]] := true ;
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D2[I-]] := true
end
end
else U :=true
end
until (J=8) or U
end { UMISTI } ;

begin { OSMDAM }
for 1:=1 to 8 do R[] :=true;
for 1:=2 to 16 do DI1[I] := true ;
for 1:=-7 to 7 do D2[I] := true ;
UMISTI(1,U);
{ if U then } for 1:=1 to 8 do write ( X[I]:4)
end { OSMDAM } ;

Poznamenejme, ze vysledné feSeni zalezi na inicializaci a systematickém vybéru
dalsich pozic (viz tadky 2 a 4 algoritmu). Kdybychom uvedenou rekursivni proceduru napsali ve
tvaru :

procedure UMISTI (I:integer; var U : boolean ) ;

var ] : integer ;

begin

J=9;

repeat

until (J=1) or U

end ;
5

tak vysledné feSeni by bylo X = (8,4, 1,3,6,2,7,5). Toto symetrické feSeni Ize ostatné
ptedpokladat pfedem.

Uvedenou rutinu snadno zobecnime tak, aby generovala vSechna mozna feSeni
problému osmi dam. Systematicky budeme prohledavat vSechny pozice a kazdé dosazené teSeni
néjakym zplisobem uchovame. Dale uvedeny program uzivajici rekursivni proceduru zapise do

vystupniho souboru output vSechna mozna feSeni problému osmi dam :
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program OSMDAM ( output ) ;
var [ :integer;
X :array [1..8] of integer ;
R : array [1..8] of boolean ;
D1: array [2..16] of boolean ;
D2: array [-7..7] of boolean ;
procedure ZAPIS ;
var |:integer ;
begin { ZAPIS }
for I =1 to 8 do write ( X[I]:4);
writeln
end { ZAPIS };

procedure UMISTI (I: integer ) ;
var ] : integer ;
begin { UMISTI }
for J:=1 to 8do
if R[J]and DI1[I+]J] and D2[I-]J]
then begin
X[I] :=17J; R[J] :=false ; D1[I+]] := false ; D2[I-]J] := false ;
if I<8then UMISTI(I+1)
else ZAPIS ;
R[J] := true ; DI[I+]] := true ; D2[I-]J] := true
end
end { UMISTI } ;

begin { OSMDAM }
for I == 1 to 8 do R[I]:=true;
for I .= 2 to 16 do DI[I] :=true;
for I .= -7 to 7 do D2[I] :=true;
UMISTI (1)

end { OSMDAM }.

V této verzi je rekursivni procedura UMISTI dokonce jednodussi nez ve verzi pro
vyhledani jednoho feseni.
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4.3 Konverze prefixového zapisu vyrazu na postfixovy

Uvazujme soucet A a B. Mame tim na mysli aplikaci operatoru "+" na operandy A a B,

coz zapiSeme ve tvaru A + B. Takovému tvaru zapisu se tika infixovy :
operandq operator operand)

Naproti tomuto béZnému tvaru zapisu vyrazii ma prefixovy zapis tvar :

operator operandj operand)
a postfixovy zapis ma tvar
operandq operand) operator

Tedy infixovému zapisu A+B bude odpovidat prefixovy zéapis téhoz vyrazu ve
tvaru +AB a postfixovy zapis AB+. Pfedpony pre-, in-, post- vypovidaji tedy o relativni poloze
operatoru vzhledem ke dvéma operandiim.

tteba znat prioritu operatorti. Nadale budeme vyuzivat priority operatort tak, jak je zavedena v
jazyku Pascal (v uvadénych trividlnich ptfipadech i v jazyku C), a tudiz vyraz A+B*C je

interpretovan jako A+(B*C). Pii konverzi tohoto infixového zapisu vyrazu napt. do postfixového

se postupné provadi konverze ¢asti vyrazu podle potadi jejich vyhodnocovanti :

infixovy zapis :

postfixovy zapis :

infixovy zapis :

postfixovy zapis :

A+B*C
A+(B*C)
A+(BC¥*)
A(BC*)+
ABC*+
(A+B)*C
(AB+H)*C
(AB+)C*
AB+C*

Analogicky postupujeme pii konverzi infixového na prefixovy zapis :

infixovy zapis : A+B*C
A+(B*C)
A+(*BC)
+A(*BC)

prefixovy zapis : +A*BC

infixovy zapis : (A+B)*C
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(+tAB)*C
*(+AB)C
prefixovy zapis : *+ABC
Vsimnéme si hned té skuteCnosti, ze prefixové i postfixové notace jsou metody zapisu

matematickych vyrazl bez pouziti zavorek, napf. :

mfix prefix posthix

AF BT *A+BC ABCH*
(A+BY*(C-D *+AR-CD AB+CD-*
(A+BYC+D-E)*F **+ 4 B-+CDEF AB+CDAHE-*F*

Maji-li operdtory stejnou prioritu, postupujeme zleva doprava. Dale feSeni omezime

témito podminkami :

1. vyraz neobsahuje konstanty ,
2. jako proménné budou ve vyrazu vystupovat pouze jednotliva pismena ,
3. budeme uvazovat pouze binarni operatory s¢itani, odecitdni, nasobeni a d¢leni.

Pak miizeme definice prefixovych a postfixovych vyrazi vyjadrit rekursivné takto:
» prefixovy vyraz je bud’ pismeno, nebo operator nasledovany dvéma prefixovymi
vyrazy,
P postfixovy vyraz je bud’ pismeno, nebo operator, kterému predchéazeji dva

postfixové vyrazy.

Nyni se tedy zabyvejme problémem, jak provést konverzi prefixového vyrazu na
postfixovy. V trividlnim ptipadé, kdy prefixovy vyraz je pouze pismeno, tak jeho postfixovy
ekvivalent je totozny. Napt. A je prefixovy i postfixovy zapis téhoz vyrazu. Necht' prefixovy
vyraz je reprezentovan néjakym fetézcem délky vétsi nez 1. ProtoZe uvazujeme pouze binarni
operatory, tak kazdy takovy prefixovy fetézec musi obsahovat operator, prvni a druhy operand.
Ptedpokladejme, ze jsme schopni identifikovat prvni i druhy operand, které musi byt nutné kratsi
nez origindlni fetézec. Pak konverzi prefixového fetézce provedeme tak, Ze nejprve provedeme
konverzi prvniho operandu na postfixovy zapis, poté konverzi druhého operandu na postfixovy
zapis a nakonec takto vzniklého fetézce zapiSeme piisluSny operator. Dostavame tudiz nasledujici
rekursivni algoritmus :

1.  Kdyz prefixovy fetézec je pismeno, tak postfixovy fetézec je totéz pismeno.

2. Necht’ OP je prvni operator prefixového fetézce.
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3. Nalezni prvni operand OPNDI fetézce, pieved’ jej na postfixovy tvar, ktery oznac
POSTI.

4.  Nalezni druhy operand OPND?2 fetézce, preved’ jej na postfixovy tvar, ktery oznaé
POST2.

5. Spoj POST1, POST2 a OP.

Vychozi prefixovy a vysledny postfixovy vyraz budou reprezentovany fetézcem znakd,
pouzijeme proto tyto definice :

const MAX =280 ;
type RETEZ =record;
CH : packed array [1.MAX] of char ;
DELKA : 0.MAX
end ;

Polozka DELKA reprezentuje aktualni délku fetézce, jehoz znaky jsou v poli CH. Daéle

pouzijeme dva intervaly z typu integer :
type TPOS=1.MAX ;
TDELKA = 0. MAX ;

Procedura SPOJENI provadi spojeni dvou fetézcii a ma zahlavi :

procedure SPOJENI ( RET1, RET2 : RETEZ ; var RET3 : RETEZ)

Je-li napt. RET1 pfedavana hodnota 'ABCDE' a RET2 hodnota 'XYZ', tak procedura
SPOJENI vraci v RET3 hodnotu 'ABCDEXYZ'. Procedura VYJMI vraci v RET2 podretézec
RET1 délky j znakd, pocinaje i-tym znakem RET1 a ma zahlavi :

procedure VYJMI ( RET1 : RETEZ ; 1, J : integer ; var RET2 : RETEZ )

Pokud v poli RET1 od i-té pozice je méné znakt nez j (pocitaje do RET1.DELKA), je
RET2 doplnén prazdnymi znaky.

Funkce PISMENO vraci hodnotu typu boolean, a to true, kdyz argumentem je pismeno,
jinak vraci false.

Funkce NALEZNI identifikuje prvni a druhy operand k prefixovému operatoru. Predava
se ji hodnota fetézce a ukazatel na n¢jakou slozku tohoto fetézce a funkce vraci hodnotu typu
integer reprezentujici délku nejdelsiho prefixového vyrazu obsazeného v predaném fetézci
pocinaje udanou slozkou tohoto fetézce. Ma zahlavi :

function NALEZNI (RET : RETEZ ; POS : TPOS ) : TDELKA

Tak napt. NALEZNI ( 'A+CD', 1 ) vraci 1, protoze 'A' je nejdelsi prefixovy fetézec

zacinajici prvni slozkou ptedaného fetézce. Jiné ptiklady :
NALEZNI ( +*ABCD+GH', 1) - 5
NALEZNI ( 'A+CD', 2) > 3
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Pokud takovy prefixovy fetézec nelze nalézt, vraci funkce NALEZNI hodnotu 0. Tak
napt. NALEZNI ( '"*+AB', 1 ) nebo NALEZNI ( '+*A-C*D', 6 ) vraci hodnotu 0. Rekursivni
funkce NALEZNI pracuje na nasledujicim principu. Libovolny podfetézec origindlniho fetézce
muze obsahovat nanejvyse jeden spravny prefixovy vyraz. To je evidentni v pfipad¢, kdy délka
fetézce je rovna 1. Kazdy takovy podietézec muize zacinat bud pismenem nebo znakem
operatoru. Zac¢ina-li pismenem, tak to je tim jedinym prefixovym zapisem v podietézci. Zacina-li
operatorem, tak podietézec, ktery z daného podietézce vznikne vyjmutim operdtoru muze
obsahovat také nanejvyse jeden spravny prefixovy zapis, ktery tedy musi byt prvnim operandem
k inicializovanému operatoru. Vyjmutim prvniho operandu z tohoto nového podietézce (kratSiho
nez originalni) vznikne jesté krat$i novy podietézec, ktery také miize obsahovat nanejvyse jeden
spravny prefixovy zapis, ktery je druhym operandem k inicializovanému operatoru atd.

Vychézejic ze vseho diive feCeného, mizeme zapsat ndsledujici program, ve kterém

pozadovanou konverzi zajistuje procedura KONVERZE :

program PREFIXNAPOSTFIX ( input, output ) ;
const MAX =80 ;
type TDELKA =0.MAX;
TPOS = 1.MAX;
RETEZ = record
CH : packed array [TPOS] of char ;
DELKA : TDELKA
end ;
var PREFIX, POSFIX : RETEZ ;
I : integer ;
procedure SPOJENI ( RET1, RET2 : RETEZ ; var RET3 : RETEZ ) ;
var DELI1, DEL2, DEL3, 1 : integer ;
begin { SPOJENI }
DEL1 := RET1.DELKA; DEL2 := RET2.DELKA; DEL3 := DEL1+DEL2;
if DEL3 > MAX
then writeln ("***Chyba - prilis dlouhe retezce®**" )
else begin
RET3.CH :=RET1.CH;
for I :==DEL1 + 1 to DEL3 do
RET3.CHJ[I] := RET2.CH[I-DELI1] ;
RET3.DELKA :=DEL3

end
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end { SPOJENI } ;

procedure VYJMI (RET1 : RETEZ ; I, J : integer ; var RET2 : RETEZ ) ;
var K, L : integer ;
begin { VYIMI }
if [+J-1<RETI.DELKA thenL :=1+J-1else L:=RETI.DELKA ;
for K:=1to L do RET2.CH[K-I+1]:= RET1.CH[K] ;
for K:=L-1+2 toJ do RET2.CH[K]:="";
RET2.DELKA =]
end { VYIMI };

procedure KONVERZE ( PREFIX : RETEZ ; var POSTFIX : RETEZ ) ;
var POSTI1, POST2, OPNDI1, OPND2, RETOP, POM : RETEZ ;
OP : char ;
M, N : TDELKA ;
function PISMENO ( C: char) : boolean ; { pro kéd ASCII }
begin { PISMENO }
if (C>="A") and (C <='Z') then PISMENO:=true else PISMENO:=false ;
end {PISMENO } ;

function NALEZNI ( RET : RETEZ ; POS : TPOS ) : TDELKA ;
var M, N: TDELKA ;
PRVNI : char ;
begin { NALEZNI }
if POS > RET.DELKA
then NALEZNI =0
else begin
PRVNI :=RET.CH[POS] ;
if PISMENO ( PRVNI)
then NALEZNI =1
else begin
M := NALEZNI ( RET, POS+1 ) ;
N := NALEZNI ( RET, POS+M+1 ) ;
if (M=0) or (N=0) then NALEZNI :=0
else NALEZNI := M+N+1

end
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end
end { NALEZNI } ;

begin { KONVERZE }
if PREFIX.DELKA =1
then { Kontrola, zda jde o pismeno }
if PISMENO ( PREFIX.CH[1])
then POSTFIX := PREFIX
else writeln ('"*** Chybny prefixovy vyraz ***')
else begin
OP := PREFIX.CH[1] ;
M := NLAEZNI (PREFIX, 2) ; N := NALEZNI (PREFIX, M + 2) ;
if not (OPin ['+,-,*''/'] Yor (M =0) or (N=0) or
(M+N+1 <> PREFIX.DELKA )
then writeln ('"*** Chybny prefixovy vyraz ***')
else begin
VYJMI ( PREFIX, 2, M, OPND1 ) ;
VYIMI ( PREFIX, M + 2, N, OPND2 ) ;
KONVERZE ( OPNDI1, POST1 ) ;
KONVERZE ( OPND2, POST2 ) ;
SPOJENI ( POST1, POST2, POM ) ;
RETOP.CH[1]:=0P;
RETOP.DELKA =1
SPOJENI ( POM, RETOP, POSTFIX ) ;
end
end
end { KONVERZE };

begin { PREFIXNAPOSTFIX }
readln ( PREFIX.DELKA ) ;
for 1:=1 to PREFIX.DELKA do read ( PREFIX.CHJ[I] ) ;
KONVERZE ( PREFIX, POSTFIX ) ;
for 1:=1 to POSTFIX.DELKA do write ( POSTFIX.CHI[I])
end { PREFIXNAPOSTFIX }.

42 Véchet, V. : Rekurse



Kap. 4 : PouZiti rekurse Clanek 4.3

Cviceni

1. Predpokladejme, Ze ke specifikaci problému Hanojskych vézi uvedené v textu pfiddme
dal$i podminku : pfemistovany disk lze poloZit pouze na disk priiméru o jednotku velikosti vetsi
(tzn., Ze disk 1 lze polozit pouze na disk 2, disk 2 na disk 3 atd.), nebo na prazdnou jehlu. Pro
jaka n bude v textu uvedeny algoritmus funkcni vzhledem k této nové podmince ? Pro¢ obecné
tento algoritmus neni funk¢éni vzhledem k ptidavné podmince ?
2. Dokazte, ze kdyZz se Hanojskd véz skladd z n diski, tak celkovy pocet pfemisténi
jednotlivych diskd generovany uvedenym algoritmem je 21 - 1 Lze nalézt jinou metodu, kterd by
generovala mensi pocet premisténi ?
3. Problém bludisté¢ budeme formulovat néasledovné. Necht' je dana néjaka matice BLUD
typu (10, 10), jejiz prvky jsou bud’ 0 nebo 1. Osoba nalézajici se na poli BLUDJ[1,1] musi nalézt
cestu do BLUD[10,10], pfi¢emZ pohyb je mozny jen do ptilehlého pole v tom samém fadku nebo
sloupci matice BLUD (diagonélni pohyb je nepfipustny). Neptipustny je rovnéz pohyb do pole
obsahujiciho 1, hodnoty BLUD[1,1] a BLUDJ[10,10] jsou 0. Napiste rutinu, kterd podle pfedané
hodnoty BLUD bud’ vrati informaci, Ze Zadné takova cesta neexistuje, nebo vrati seznam poli
reprezentujicich cestu od BLUD[1,1] do BLUD[10,10].
Navod : PouZijeme algoritmu prohleddvani s ndvratem (viz problém osmi dam), ktery v
prvnim pfiblizeni miiZzeme pro feSeni tohoto problému zapsat nasledovné :
procedure DALSIKROK ;
begin
"Inicializace seznamu krokd" ;
repeat
"Vyber dals§iho kandidata ze seznamu kroki" ;
if "Vybrany krok pfijatelny"
then begin
"Zaznamenej vybrany krok" ;
if "JeSté nejsme na koncovém poli”
then begin
DALSIKROK ;
if "Dalsi krok byl netuspésny"
then "Vymaz ptedchozi krok"

end
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end
until "Krok byl Gspésny" or "Nejsou dalsi kandidati"

end ;

4. Napiste rekursivni funkci, které jako se argument pieda prefixovy fetézec obsahujici
pouze bindrni operatory a Cislice (jako znaky 0 az 9) a ktera vrati hodnotu prefixového vyrazu

reprezentovaného timto vystupnim fetézcem. Napft. +23 se vyhodnoti jako 5, *2+34 jako 14.
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5. SAIMULACE REKURSIVNICH ALGORITMU

Né&které programovaci jazyky (napf. FORTRAN, COBOL) neumoziuji  zapis
rekursivnich algoritmli. Problémy, které lze snadno feSit pomoci rekursivnich technik (napf.
problém Hanojskych vézi), je tieba v takovych jazycich feSit simulaci rekursivniho algoritmu
pomoci jednodusSich operaci. Pak je to tedy problém konverze rekursivniho feSeni na
nerekursivni. Pfitom je tfeba si téZ uvédomit, ze generovany rekursivni kod ma obvykle vétsi
pozadavky na pamét a ¢as provedeni. To je rozhodujici zvlasté u programd, jejichz frekvence
uzivani je zna¢na, a tudiz se vyplati konverze rekursivniho na nerekursivni algoritmus.

Predpokladejme nejprve jednoduchy piipad, kdy néjaka rutina RUT deklarovana napf.

procedure RUT (A : ......... );
{ blok RUT } ;

je volana ptikazem RUT(X). Rikdme, e X je argument (skuteény parametr) a A je parametr
(formalni parametr) volané rutiny.

Pti volani podprogramt (procedur nebo funkci) se provedou tyto akce :
1. Pfedani hodnot argumentii

Pro kazdy parametr volany hodnotou plati, Ze odpovidajici argument se zkopiruje do
lokélniho datové pole volaného podprogramu a kazdd zména parametru se provadi v tomto
lokélnim poli a origindlni argument zlistdva nezménén.
2. Alokace a inicializace lokalnich proménnych

Alokace se provadi nejen pro lokalni proménné, které jsou explicitné deklarovany ve
volaném podprogramu, ale provadéji se téz tzv. prechodné alokace, které se musi vytvaret v
pribéhu vypoctu. Tak napi. pro vypocet X+Y+Z se takova alokace musi vytvofit pro X+Y a pak
pro Uplny vyraz. Stejné tak pro piikaz napt. X := FACT ( N ) se provadi doc¢asna alokace pro
FACT ( N) pted pfifazenim této hodnoty X.
3. Pfedani Fizeni podprogramu

Aby podprogram mohl spravné vratit fizeni volajici ruting, musi byt v podprogramu
znama adresa navratu, tj. kam ma volané rutina vratit fizeni po ukonceni své €innosti. Tato
adresa navratu je vSak zndma ve volajici rutin¢ a aby mohla byt znama téz ve volané ruting, tak se
ji pfeda jako argument. Tudiz kromé& explicitnich argumentd specifikovanych programatorem se
volané rutiné predavaji 1 implicitni argumenty, ktera volana rutina potiebuje pro vypocet a
vraceni fizeni. Nejdilezitéj$i informaci tohoto druhu je pravé adresa navratu, kterou si volana

rutina ukladda do svého pole dat. Kdyz jsou tyto akce provedeny, tak voland rutina piebird fizeni.
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Navrat do volajici rutiny predpoklada téz provedeni 3 akci. Pfed uvolnénim lokalniho
pole dat volané rutiny (které obsahuje i adresu navratu) se musi na pozdé&ji ptistupné misto ulozit
adresa navratu. Poté je mozné uvolnit lokalni pole dat volané rutiny (vSechny lokalni proménné i
docasné alokace volané rutiny, véetné¢ adresy navratu). Pak se realizuje skok na adresu navratu,
ktera byla predtim "odlozena", a tudiz fizeni se pieda volajici rutiné v bodé, ktery bezprostiedné
nasleduje instrukci, kterou bylo volani jiné rutiny inicializovano. Pokud je volanou rutinou
funkce, tak vracena hodnota se umisti do registru, kde je pfistupna volajici ruting.

Stejny mechanismus plati i pro rekursivni rutiny. Pokazdé, kdy rekursivni rutina vola
sama sebe, tak je alokovano celé nové datové pole pro toto rekursivni volani, obsahujici vS§echny
parametry, lokalni proménné, docasn¢ alokovana data a adresu navratu. Toto pole dat vSak neni
pfipojeno rutiné jako celku, nybrz jen jejimu rekursivnimu volani. Kazdé takové volani je
pri¢inou nové alokace pole dat a kazdy odkaz na toto pole dat se fesi v nejnovéjsi alokaci tohoto
pole. Kazdy navrat z rutiny uvolni toto aktualni pole dat a tim se stane aktudlnim pole dat
alokované bezprostfedné pred uvolnénou alokaci. Takovy mechanismus piimo vybizi k vyuziti
zasobniku.

Simulace funkce faktorial

Mechanismus rekursivniho volani této funkce byl popséan dfive, pficemz pro
reprezentaci postupnych alokaci lokédlnich proménnych byl uzit zasobnik. Mizeme uvazovat
zvlastni zasobnik pro kazdou lokalni proménnou, nebo také jeden zasobnik pro celé datové pole,
které je tieba alokovat pii volani. Kazdé volani rekursivni rutiny ma za nasledek alokaci nového
pole dat, ve kterém jsou parametry inicializovany hodnotami odpovidajicich argumentti a adresa
navratu v tomto poli dat je inicializovana adresou nasledujici instrukci volani. Kazdy odkaz na
lokalni proménné nebo parametry se fesi v tomto poli dat na vrcholu zasobniku. Navrat do
rekursivné volané rutiny znamena, ze se nejprve "odlozi" adresa navratu ze zatim aktualniho pole
dat, které se poté uvolni, a je proveden skok na adresu navratu. Volajici rutiné je dostupna ev.
vracend hodnota a pfi dalsim béhu fesi vSechny odkazy ve svém vlastnim poli dat, které je nyni
na vrcholu zasobniku.

Pro simulaci tedy pouzijeme zasobniku :

const MAX =50

type ZASOBNIK = record

VRCHOL : 0..MAX ;
CLEN : array [1.MAX] of ZONADAT
end ;
Pritom typ ZONADAT je nejlepsi definovat jako zdznam, jehoz polozky budou nést

vSechny informace ptenasené do pole dat pii volani rutiny. Otazkou vsak je, jak manipulovat v
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takovém ptipadé s adresou navratu. To Ize obejit zptisobem, ktery bude vysvétlen na ptiklade
funkce faktorial :

function FACT (N : NEZAPCELA ) : KLADNACELA ;
var X :NEZAPCELA ;

Y : KLADNACELA ;
begin { FACT }

if N=0 then FACT :=1

else begin
X=N-1;
Y =FACT (X);
FACT =N*Y
end
end { FACT };

Pole dat této rutiny, tj. zéna ¢i oblast paméti, kde jsou obsazena data, nad kterymi rutina
operuje, bude obsahovat parametr N, lokalni proménné X a Y, doCasné alokace nejsou zapotiebi,
ale obsahuje téz adresu navratu. V tomto piipad¢ existuji dva mozné body navratu : pfifazeni
hodnoty FACT ( X ) lokalni proménné¢ Y a rutina volajici FACT. Predpokladejme, ze v
simulacnim programu jsou deklarovana dveé navesti :

label 1,2 ;
jimiz jsou oznaceny ptikazy :
2: Y := VYSLEDEK
1: FACT := VYSLEDEK

Predpokladejme, ze obsahem proménné VYSLEDEK je hodnota, kterda ma byt vracena

do mista volani FACT. Adresu navratu lze potom ulozit jako integer I (bud’ 1 nebo 2) a efekt

navratu z rekursivniho volédni realizovat ptikazem :

case [ of
1 : goto 1;
2 : goto 2
end

Potom kdyz I =1, tak fizeni se vrati do jiné rutiny, kterd volala FACT a kdyz I = 2, tak
navrat je simulovan pfifazenim vracené hodnoty proménné Y v pfedchozim volani FACT.
Pro nas ptiklad pouzijeme nasledujici definice a deklarace :
const MAX =50;
type ZONADAT =record
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PARAM : NEZAPCELA ;
X :NEZAPCELA ;
Y : KLADNACELA ;
ADRNAV :1..2
end ;
ZASOBNIK = record
VRCHOL : 0.MAX ;
CLEN : array [1.MAX] of ZONADAT
end ;
var Z:ZASOBNIK ;

Identifikditor PARAM byl zvolen zamérné proto, aby se zabranilo nedorozuménim v
souvislosti s parametrem N simulacni rutiny. Déle deklarujme proménné

var AKTUALZONA : ZONADAT ;
VYSLEDEK : KLADNACELA ;

V proménné AKTUALZONA budou hodnoty pole dat, na které¢ lze odkazovat v
aktualnim béhu rekursivni rutiny a hodnotami VYSLEDEK budou hodnoty vracené rekursivni
rutinou.

Kazdé volani (névrat) rekursivni rutiny mé za nasledek vlozeni (odebrani) pole dat do
(ze) zasobniku. Tyto operace nad zasobnikem necht’ provadéji rutiny :

procedure PUSH ( var Z : ZASOBNIK ; var ZONA : ZONADAT ) ;
procedure POP ( var Z :ZASOBNIK ; var ZONA : ZONADAT ) ;

Pak néavrat z FACT budeme simulovat pomoci ptikaza :
VYSLEDEK := hodnota vracena funkci ;
I .= AKTUALZONA.ADRNAYV ;
POP (Z, AKTUALZONA ) ;
case | of
1: goto 1;
2: goto 2
end ;
Rekursivni volani FACT simulujme vlozenim aktudlni zény dat do zasobniku a
reinicializaci polozek AKTUALZONA.PARAM a AKTUALZONA.ADRNAYV
PUSH ( Z, AKTUALZONA ) ;
AKTUALZONA.PARAM = Z.CLEN[Z.VRCHOL].X ;
AKTUALZONA.ADRNAYV =2 ;

goto 10 ; { 10 je navesti pro start simulacni rutiny }
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Nyni jiz miizeme zapsat simula¢ni rutinu :

function SIMFACT (N : NEZAPCELA ) : KLADNACELA ;
label 1,2, 10;
const MAX =100 ;
type ZONADAT =record
PARAM, X : NEZAPCELA ;
Y : KLADNACELA ;
ADRNAV :1..2;
end ;
ZASOBNIK = record
VRCHOL : 0. MAX;
CLEN : array [1.MAX] of ZONADAT
end ;
var 1:1.2;
VYSLEDEK : KLADNACELA ;
AKTUALZONA : ZONADAT ;
Z : ZASOBNIK ;
procedure PUSH ( var Z : ZASOBNIK ; var ZONA : ZONADAT ) ;
begin { PUSH }
with Z do
if VRCHOL = MAX
then writeln ("*** Preplneni zasobniku ***")
else begin
VRCHOL := VRCHOL + 1 ; CLEN[VRCHOL] := ZONA
end
end { PUSH };
procedure POP ( var Z : ZASOBNIK ; var ZONA : ZONADAT ) ;
begin { POP }
with Z do
if VRCHOL =0
then writeln ('*** Podteceni zasobniku ***")
else begin
ZONA = CLEN[VRCHOL] ; VRCHOL := VRCHOL - 1
end
end { POP } ;
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begin { SIMFACT }

{ Simuluj zacatek vlozenim prazdného datového pole, aby pii operaci POP pfi
navratu do volajici rutiny nenastalo podteceni zasobniku }
Z.VRCHOL :=0;

AKTUALZONA.PARAM =0 ; AKTUALZONA.X := 0;
AKTUALZONA.Y :=1; AKTUALZONA.ADRNAYV = 1;
PUSH ( Z, AKTUIALZONA ) ;
{ Inicializace ptfedanych parametrt }
AKTUALZONA.PARAM =N ; AKTUALZONA.ADRNAV =1 ;
10: { Zacatek simulacni rutiny }
if AKTUALZONA.PARAM =0
then begin
VYSLEDEK =1 ;1:= AKTUALZONA.ADRNAYV ;
POP (Z, AKTUALZONA ) ;
case | of
1 : goto 1;
2 : goto 2
end
end ;
AKZUALZONA.X .= AKTUALZONA.PARAM - 1 ;
PUSH ( Z, AKTUALZONA ) ;
AKTUALZONA.PARAM = Z.CLEN[Z.VRCHOL].X ;
AKTUALZONA.ADRNAV =2 ;
goto 10 ;
2: { Simulace rekursivniho volani }
AKTUALZONA.Y = VYSLEDEK ;
VYSLEDEK := AKTUALZONA.PARAM * AKTUALZONA.Y ;
[:= AKTUALZONA.ADRNAYV ; POP (Z, AKTUALZONA, ) ;
case | of
1 : goto1;
2 : goto 2
end ;
1 : { Navrat do volajici rutiny }
SIMFACT := VYSLEDEK
end { SIMFACT };
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Kdyby né&jaka rekursivni funkce FUN obsahovala napt. ptikaz
X:=A*FUN(B) + C*FUN(D)
tak pfed rekursivnim volanim FUN ( D ) by bylo nutné uchovat v datovém poli zdsobniku i
hodnotu A * FUN ( B). U vySetfované funkce FACT takové "ptfechodné" alokace nejsou nutné.

Na prvni pohled je patrna slozitost simula¢ni rutiny SIMFACT oproti zndmému
iteraCnimu algoritmu. Pokusme se tedy o zjednoduSeni. Pfedné ne vSechny lokalni proménné
datového pole je tieba vkladat do zasobniku, ale jen ty proménné, jejichz hodnota v bodé
inicializace rekursivniho volani musi byt znovu pouzita po navratu z tohoto rekursivniho voléni.
V nasem piikladé se to z parametri a lokdlnich proménnych N, X a Y tyka pouze parametru N.
Kdyz napt. pti rekursivnim volani FACT ( 0 ) ma N hodnotu 1, tak po ndvratu z tohoto
rekursivniho volani se musi hodnoty N = 1 uzit v pfikazu FACT := N*Y. OvSem Y neni v bod¢
volani FACT ( X ) definovano, takze nemusi byt tato hodnota vkladana do zasobniku. Naopak X
je definovano v bod¢ volani, ale hodnota X neni potfeba po navratu z FACT a tudiz se téZ nemusi
vkladat do zasobniku. Stejny efekt by tedy méla i funkce, kterd by pouzivala X a Y jako globalni
proménné.

Nyni zkoumejme, zda je tfeba vkladat do zdsobniku adresu navratu. Je ziejmé, ze adresa
navratu z rekursivniho volani se neméni a zistava uvniti FACT. Jestlize na poc¢atku nevlozime do
zasobniku prazdné datové pole, tak navrat do volajici rutiny lze indikovat pomoci pokusu o odbér
z prazdného zasobniku. Takze se muzeme obejit bez vkladani adresy navratu do zasobniku,

musime vSak upravit proceduru POP :

function SIMFACT (N : NEZAPCELA ) : KLADNACELA ;
label 1,2, 10;
const MAX =40 ;
type ZASOBNIK = record
VRCHOL : 0.MAX;
CLEN : array [1.MAX] of NEZAPCELA
end ;
var Z:ZASOBNIK ;
AKTUALPARAM, X : NEZAPCELA ;
Y, VYSLEDEK : KLADNACELA ;
PODTEC : boolean ;
procedure PUSH ( var Z :ZASOBNIK ; X : NEZAPCELA ) ;
begin
with Z do
if VRCHOL = MAX then { Chyba }
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else begin
VRCHOL :=VRCHO L+ 1;
CLEN[VRCHOL] =X
end
end ;

procedure POPTEST ( var Z : ZASOBNIK ; var X : NEZAPCELA ;
var PODTEC : boolean ) ;

begin
with Z do
if VRCHOL = 0 then PODTEC := true
else begin
PODTEC := false ;
X :=CLEN[VRCHOL];
VRCHOL := VRCHOL - 1
end
end ;

begin { SIMFACT }
ZVRCHOL :=0; { Inicializace zasobniku }
AKTUALPARAM : =N ;
10 :
if AKTUALPARAM =0
then begin
VYSLEDEK :=1; POPTEST ( Z, AKTUALPARAM, PODTEC ) ;
if PODTEC then goto 1 else goto 2 ;
end ;
X := AKTUALPARAM -1 ; PUSH (Z, AKTUALPARAM ) ;
AKTUALPARAM =X ; goto 10 ;

Y = VYSLEDEK ; VYSLEDEK := AKTUALPARAM *Y ;
POPTEST ( Z, AKTUALPARAM, PODTEC)) ;

if PODTEC then goto 1 else goto 2 ;

SIMFACT := VYSLEDEK
end { SIMFACT };
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Uvedena verze simulaéni rutiny je sice o néco jednodussi, nicméné piikazy skoku piisobi
v pascalském programu rusivé. Pokusme se o jejich eliminaci. Pfedevsim ptikazy
POPTEST ('Y, AKTUALPARAM, PODTEC ) ;
if PODTEC then goto 1 else goto 2
se vyskytuji dvakrat pro AKTUALPARAM = 0 a pro AKTUALPARAM <> 0 a Ize je sloucit.
Kromé toho hodnoty pfitazované proménnym AKTUALPARAM a X jsou odvozeny od sebe
navzajem, a tudiz lze pouzit jen jednu proménnou X. Totéz Ize fici o proménnych VYSLEDEK a

Y, a proto pouzijme jen Y. Dostaneme pak nésledujici verzi :

function SIMFACT (N : NEZAPCELA ) : KLADNACELA ;
label 2,10;
const MAX =40 ;
type ZASOBNIK = record
VRCHOL : 0.MAX;
CLEN : array [1.MAX] of NEZAPCELA
end ;
var Z:ZASOBNIK ;
X :NEZAPCELA ;
Y : KLADNACELA ;
procedure PUSH (var Z : ZASOBNIK ; X : NEZAPCELA ) ;
{ blok PUSH } ;
procedure POPTEST ( var Z : ZASOBNIK ; var X : NEZAPCELA ;
var PODTEC : boolean ) ;
{ blok POPTEST } ;
begin { SIMFACT }
Z.VRCHOL =0; X:=N;
10: if X=0then Y =1
else begin
PUSH(Z,X); X =X-1;goto 10
end ;
2:  POPTEST ( Z, X, PODTEC) ;
if PODTEC then SIMFACT =Y
else begin
Y =X*Y;goto 2
end
end { SIMFACT };
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Nyni vidime, Ze rutina obsahuje dvé smycky :
1. smycka zacinajici navéstim 10, ktera se provadi pro X <> 0, jinak se provede Y:=1 a
nasleduje smycka uvozena navestim 2,
2. smycka uvozena navestim 2, ktera se provadi az k podteceni zasobniku, kdy rutina vraci
fizeni do volajici rutiny.
Ob¢ smycky zapiSeme pomoci piikazi while :
while X <> 0 do
begin PUSH (Z,X);X:=X-1 end;
Y :=1;POPTEST ( Z, X, PODTEC ) ;
while not PODTEC do
begin Y ;=X *Y ; POPTEST ( Z, X, PODTEC ) end ;
SIMFACT =Y
Je pochopitelné, ze kdyz X inicializujeme hodnotou N, tak po vykonani prvniho piikazu
while bude zasobnik obsahovat hodnoty 1, 2, ....... , N (v posloupnosti od vrcholu zasobniku).
Takze vime, co bude zasobnik obsahovat, a tudiz tyto hodnoty mizeme pouzit ptimo. Kdyz tedy

eliminujeme zasobnik, tak dostaneme vysledny zapis rutiny ve tvaru :

function SIMFACT (N : NEZAPCELA ) : KLADNACELA ;
var X :NEZAPCELA ;
Y : KLADNACELA ;

begin
Y =1,;
for X:=1to NdoY:=Y *X;
SIMFACT ==Y

end ;

A to je jiz bézna pascalska implementace iteracni verze vypoctu funkce faktorial.

Z praveé uvedeného je mozné si udélat predstavu o efektivnosti rekursivnich rutin.
Vseobecné je mozné fici, Zze nerekursivni verze programu bude mnohem efektivnéjsi jak s
ohledem na Cas provedeni programu, tak i s ohledem na pozadavky na pamét’ nez jeji rekursivni
verze.

V uvedeném piikladé¢ funkce faktoridl byla postupné provadéna zjednoduseni napf.
eliminaci lokalnich proménnych, aby je nebylo tfeba ukladat do zasobniku. OvSem stavajici
kompilatory nejsou (zatim?) schopné generovat takova zjednoduSeni, a proto je vysledny kod

neefektivni. Na druhé stran¢ vSak jist¢ bylo vidét, ze rekursivni feSeni je v mnoha piipadech
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daleko prirozen¢jsi a logiCtéj$i cestou feSeni mnoha problémi. Je zde tedy rozpor mezi
efektivnosti prace programu a programatora. Takové rozpory je tieba feSit podle frekvence
pouzivani vysledného produktu - programu. Jestlize je rekursivni feSeni snadné, ale frekvence
pouzivani vysledného programu velika, tak Ize postupovat tak, ze nerekursivni simulacni verzi

rekursivni rutiny budeme zefektiviiovat eliminaci redundantnich operaci.

Cviceni

1. Napiste simulacni nerekursivni verzi k uvedené funkci FIB :
function FIB (N : NEZAPCELA ): NEZAPCELA ;
begin

if N<= 1then FIB:=N else FIB:=FIB(N-1)+FIB(N-2)
end ;
Déle se pokuste konvertovat ziskanou verzi na znamou iteracni metodu vypoctu Fibonacciho
Cisel.
2. Napiste simulacni nerekursivni rutinu k rekursivni ruting pro feSeni problému Hanojskych

veZI.

LITERATURA

[1] BARRON, D, W. : Rekurzivne metédy v programovani. Bratislava, ALFA 1973.

[2] LINES, M. V. : Pascal as Second Language. New Jersey, Prentice - Hall 1980.

[3] TENENBAUM, A. M. - AUGENSTEIN, M. J. : Data Sturctures Using Pascal.
New Jersey, Prentice - Hall 1980.

[4] WITH, N. : Algoritmy a Struktury udajov. Bratislava, ALFA 1987.
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PRILOHA - rekurse v jazyku C

Rovnéz jazyk C podporuje rekursi. Funkce v jazyku C mohou byt pouzivany rekursivné
- mohou volat samy sebe bud’ pfimo nebo nepiimo. Proto jsou zde uvedeny zapisy nckterych

rekursivnich algoritmii, které byly diive zapisovany v jazyku Pascal, v jazyku C.

Funkce faktorial

/* Toto je zcela korektni a funguje */
intfact (intn) {

if(n<2) return (1);
else return (n*fact(n-1));
[* Toto funguje téZ spravné, ale proc€ tak slozité? */

int fact1 (int *n ) {

intx,y;
if("n<2) return(1);

else {

x=*n-1;y="factl (&x);return(*n*y);

[* Tento zapis vypada formalné spravné, ale nedava spravny vysledek */

int fact2 (int*n) {

intx,y;

if("n<2) return(1);

else {



n="n-1;x=fact2(n);y="n+1;return(x*y);

}

/* Co se stane, kdyz v pfedchozi verzi zaménime poradi operaci ?
Vysledek bude spravny !l

*/

int fact3 (int*n) {

intx,y;

if("n<2) return(1);
else {

n="n-1;y="n+1;x=fact3(n);return (x*y);

Binarni vyhledavani

Necht’ je dano néjaké vzestupné settidéné pole a s n slozkami. ZapiSeme nyni v
pseudonotaci blizké jazyku C rekursivni algoritmus (vyvojové schéma) pro vyhledani prvku X v
poli a od a[d] do a[h] (poc¢inaje slozkou s indexem d do indexu h, ). Algoritmus umisti do

proménné vrat takovou hodnotu i, Ze a[i] = X, nebo hodnotu -1, pokud takovy prvek v zadaném

useku pole a neni.

1. if(d>h)

2. vrat=-1;

3. else

4. s=(d+h)/2;

5 if (x==a[s])

6. vrat=s;

7. else

g if (x <afs])

9. "Vyhledej x v poli a od a[d] do a[s-1]" ;
10. else

11. "Vyhledej X v poli a od a[s+1] do a[h]" ;



Odpovidajici funkce v jazyku C miize vypadat nasledovné :

int binvyh (int *a, intn, intd, inth ,intx) {

int s, vrat ;

if(d<O||h>n-1||d>h)vrat=-1;

else {

s =(d+h)/2;

if(x==a[s]) vrat=s;

else
if (x<a[s]) vrat=binvyh(a,n,d,s-1,x);
else vrat = binvyh (a, n, s+1, h, x);

}

return (vrat) ;

Pokud tomu nebrani jiné okolnosti, je Iépe pouzit pole a jako externi proménnou a
provést ev. kontrolu argumentd funkce pred jejim volanim. Pak by stejna funkce mohla vypadat

nasledovné :

int binvyh (intd, inth,intx) {

int s, vrat ;

if (d>h)vrat=-1;
else {
s =(d+h)/2;
if(x==a[s]) vrat=s;
else
if (x<a[s]) vrat=binvyh (d,s-1,x);
else vrat = binvyh (s+1, h, x);
}

return (vrat) ;



Neprima rekurse (rekursivni definice algebraickych vyrazii)

~
*

Vyraz je term nasledovany znakem +, za kterym nasleduje te r m, nebo

*

jeto term samotny

Term je faktor nasledovany znakem *, za kterym nasleduje faktor,

*

nebojeto faktor samotny

Faktor jebud pismeno, nebo jeto vyraz uzavieny v okrouhlych

zavorkach.

Napiste program, ktery poda zpravu, zda dany fetezec obsahuje spravny zapis
vyrazu dle naSi definice, resp. polohu posledniho znaku spravného zapisu vyra-

zu (viz nasledujici pfiklady ).

* (A) ->delka = 3, posice = 3, TRUE
* A*B+C -> 5, 5, TRUE
* A+*B -> 4, 3, FALSE
* (A+B*)C -> 7, 6, FALSE
* A+B+C -> 5, 3, TRUE
* A+B*CD -> 6, 5, TRUE
* (A+B*C -> 6, 7, FALSE

Sami prepiste pak uvedeny program tak, Ze zapis kazdého vyrazu bude ukonc¢en
znakem stfednik, a mezery ¢i nové Ffadky v zpisu jsou bezvyznamné !
*/

#include <stdio.h>

#include <strings.h>

#define MAX 100

char *retez ; /* Max délka vstupniho vyrazu 100 znaku */

int akt pos; [* Ukazatel na aktualni slozku v poli retez */

[* Vrat do mista volani znak na aktualni posici v poli retez a zvétsi aktualni posici o 1 */

char cti_znak ( void ) {



if (akt_pos >99) return (32);

else return ( retez[akt_pos++] ) ;

/* Nutné prototypy */
char faktor ( void ) ;
char term (void ) ;
char vyraz (void ) {

char nalez ;

nalez = term () ;
if (Inalez) [* neex. vyraz */ return (0);
else /* vezmi dal8i znak vyrazu */
if (cti_znak() !="+") {
/* Byl nalezen nejdel$i vyraz, vrat polohu posledniho znaku
tohoto vyrazu */
akt_pos--; return (1) ;
}
else { /* Byl nalezen term nasledovany znakem +, najdi druhy term */
nalez = term () ;
if (nalez) return (1);

else return (0);

char term (void ) {

char nalez ;

nalez = faktor () ;
if (Inalez) return (0);
else if (cti_znak()!="") {
akt_pos-- ; return (1) ;
}
else {
nalez = faktor () ;

if (nalez ) return (1);



else return (0);

char faktor ( void ) {

char nalez, c ;

c=cti_znak ();
if(cl="(") {
if(c>64&&c<91 || c>96&&c<123 ) /[*pismeno*/
return (1);

else return (0);

else { /* faktor muze byt vyraz */
nalez = vyraz () ;
if (!nalez) return (0);
else {
if (cti_znak ()!=")") return (0);

else return (1);

main () {

retez = ( char *) malloc ( MAX * sizeof ( char) ) ;
for (;;) {
gets (retez ) ; akt_ pos=0;
if (*retez =="0") break ;
printf ( "Vyraz je spravny : ") ;
if (vyraz ()) printf ("T");
else printf ("F" ) ;
printf (" (delka: %d , posice : %d )\n", strlen ( retez ), akt pos);



Problém osmi dam

/*  Nalezni jedno feSeni problému osmi dam  */

#include <stdio.h>

char x[8] ; /* Vysledné pole feSeni je x */
char r[8] ; [* Zda se dama nachazi na i- tém fadku (i=0..7) */

char d1[15], d2[15] ; /* Zda se dama nachazi na vedlejSi diagonale a na hlavni diagonale */

void umisteni ( char i, char *uspech ) {

intj=0;

do {
*uspech =0 ;
if (r[j] && d1[i+j] && d2[i-j+7]) {
X[i]=j;rf]=0;d1[i+j]=0;d2[i-j+7]=0;
if(i<7) {
umisteni (i+1, uspech ) ;
if (*uspech ) {
rf] = 1; d1[i+j] =1; d2[i-j+7]1 =1 ;

}

else *uspech=1;

}

i+

’

} while (j < 8 && *uspech ) ;

main () {

char i, uspech ;

/* Inicializace --> */



for (i=0 ; i<15; i++) {
if (i<8)ri]=1;
d1[i] = 1;d2[i] = 1;

umisteni ( 0, &uspech ) ;
for (i=0 ; i<8; i++ ) printf ( "%3d", x[i]+1 ) ;
printf ("\n" ) ;

I Nalezni vSechna feSeni problému osmi dam */

#include <stdio.h>
int pocet_zapisu=0;

[* Zapi$ jedno nalezené feSeni na standardni vystup */

void zapis ( char *x ) {

inti;

for (i=0; i<8; i++ ) printf ( "%4d", x[i]+1 ) ;
printf ("\n" ) ;
if ( pocet_zapisu % 10 == 0 ) getchar() ;

void umisteni ( char i, char *x, char *r, char *d1, char *d2 ) {

charj;

for (j=0;j<8;j++) {
if (r[j] && d1[i+j] && d2[i-j+7]1) {
X[i]=j;r{]=0;d1[i+j]=0;d2[i-j+7]=0;
if (i<7) umisteni (i+1,x,r,d1,d2);
else { pocet_zapisu++ ; zapis (x);}
rll =1 d1[i+j] = 1; d2i-j+7] = 1;



void *osm_dam ( void ) {
chari;
I* Vektor feSeni */
char *x = (char *) malloc ( 8 * sizeof ( char) ) ;
[* Zda se dama nachazi na i- tém fadku (i=0..7) */
char *r = (char *) malloc ( 8* sizeof ( char) ) ;
[* Zda se dama nachazi na diagonale zleva doprava a na diagonale zprava doleva */
char *d1 = ( char * ) malloc ( 15 * sizeof ( char ) ) ;

char *d2 = ( char * ) malloc ( 15 * sizeof ( char) ) ;

I* Inicializace */

for (i=0;i<15;i++) {
if (i<8)rfi]=1;
d1[il=1;d2[i]=1;

}

umisteni (0, x, r,d1,d2);

free (x);free (r); free (d1); free (d2);

}

main () {
osm_dam () ;

}

Konverse prefixového zapisu vyrazu na postfixovy

/* Pouzitim rekurse feste ulohu konverse prefixového vyrazu na jeho postfixovy ekvivalent !

*

*

Omezeni : Uvazujme pouze binarni operatory +, -, *, / a znaky A az Z jako operandy.Jiné

*

znaky jsou v prefixovém zapisu nepfipustné (v€etné mezer)

*

*/
#include <stdio.h>

#include <strings.h>

#define MAX 101 /* Max. délka prefixového zapisu je 100 */



/*

* Funkce "max_delka" vraci hodnotu typu integer representujici délku nejdelSiho prefixového

* vyrazu obsazeného v pfedaném Fetezci "prefix", poCinaje znakem na posici "pos" v fetézci

*

"prefix" - rekursivni funkce

* Priklady :

* max_delka ( "A+CD", 0 ) ->1

* max_delka ( "+*ABCD+GH", 0) -> 5, nebot +*ABC je nejdelSi prefix v fetézci
* max_delka ( "A+CD", 1) >3

*  max_delka ( "*+AB", 0) >0

*/

int max_delka ( char *prefix , int pos ) {
intm, n;

int max_pos = strlen ( prefix ) - 1;

if (pos > max_pos) return(0);

else if ( *(prefix+pos) > 64 && *(prefix+pos) < 91)

return (1);
else {
m = max_delka ( prefix, pos+1);
n = max_delka ( prefix, pos+tm+1) ;
if(m==0 |[n==0)
return (0);
else return(m+n+1);
}

/*

* Rekursivni funkce "konverse" vytvari ze vstupniho fetézce "prefix" vystupni fetézec "postfix

* jako postfixovy ekvivalent originalniho prefixového zépisu vyrazu.

*

*/



int konverse ( char *prefix, char *postfix ) {

int delka = strlen ( prefix ) ;

intm, n, i;

char *op = (char *) malloc ( 2 * sizeof ( char ) ) ;

char *opnd1 = (char *) malloc ( (delka-1) * sizeof (char ) ) ;
char *opnd2 = (char *) malloc ( (delka-1) * sizeof (char) ) ;
char *post2 = (char *) malloc ( (delka-1) * sizeof ( char ) ) ;

op[1] ="\0"; strcpy ( postfix, ") ;
if (delka==1)
if ( *prefix > 64 && *prefix <91) {
strepy ( postfix, prefix ) ; return (1) ;
}
else {
strepy ( postfix, " ) ; return (0 ) ;
}
op[0] = *prefix ;
m = max_delka ( prefix, 1) ;
n = max_delka ( prefix, m+1);
if (op[0] !="+' && op[0] !="-' && op[0] I= "' &&
op[0]!="7]m==0[n==0 | m+n+1 !=delka ) {
strepy ( postfix, ") ; return (0 ) ;

/* Vyjmi prvni prefixovy vyraz, oznac jej opnd1 */
for (i=0;i<m;i++) *(opnd1+i) = *(prefix+i+1) ;

*(opnd1+m) ="0";

/* Vyjmi druhy prefixovy vyraz, oznac jej opnd2 */
for (i=0;i<n;i+t+ ) *(opnd2+i) = *(prefix+i+m+1) ;
*(opnd2+n) ="\0';

/* Konvertuj opnd1 a opnd2 na postfixovy zapis */
konverse ( opnd1, postfix ) ;

konverse (opnd2, post2 ) ;



[* Spojeni */
strcat ( postfix, post2 ) ; strcat ( postfix, op ) ;

return (1);

main () {

char *prefix = (char *) malloc ( 20*sizeof ( char) ) ;
char *postfix = (char *) malloc ( 20*sizeof ( char) ) ;

int pos ;

for (;;) {
gets( prefix ) ;
if ( prefix[0] =="0") break ;
if ( konverse ( prefix, postfix ) ) printf ( "%s\n", postfix ) ;

else printf ( "Chyba v konversi\n" ) ;
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